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Chapitre 1

Codes

Soit I'alphabet T = {a, 3, Y}. On voudrait pouvoir coder les mots de I'* en uti-
lisant la partie X = {a,ab, ba} de =* = (a + b)* et le morphisme, dit « de co-
dage », donné par : p(a) =a, p(B) = ab et () = ba. Peut-on décoder de maniere
unique ? Si 'on considére par exemple le mot aba, on peut écrire :

aba =a ba = p(a)e(y) = ¢(ay)

ab b = ¢(B)p(e) = p(Bat)

Avait-on ay ou fa comme message d’origine ?

1.1 Définitions

Définition 1.1. Soient X un alphabet et L un langage de ©*. On appelle factorisa-
tion d’'un mot w € * en mot de L toute écriture w = wyw,...w,,w; €L, 1 <i<n.

Définition 1.2. Un langage X € =* est un code si tout mot de =* admet au plus
une factorisation en mots de X.

De facon équivalente, X C ©* est un code si tout mot de X™ admet exactement
une factorisation en mots de X.

La définition généralement adoptée, et équivalente : un langage x C X* est
un code si toute égalité de la forme x;x,...Xx, = x]x}...x),, X;,x] tous dans X,
entraine nécessairement n =n’ et x; = x;, Vi € {1,...,n}.

Remarque. Le mot vide ¢ n’appartient jamais a un code, puisqu’il vérifie ’égalité
¢ = g¢ et aurait de ce fait deux factorisations distinctes en mots de X.
Exemples.

1. X = {a,ab, ba}, sur & = {a, b}, n’est pas un code car le mot aba peut étre
factorisé de deux facons en mot de X : a ba =ab a.

2. Sur tout alphabet %, le langage X = X est un code. En effet, d’apres la pro-
priété universelle du monoide libre, on sait que tout mot non vide possede
une écriture unique comme produit de lettres de ’alphabet.

3. Considérons, sur X = {a, b}, le langage X = {a, ba, b?}. Il s’agit d’'un code.
Supposons par I'absurde qu’il n’en est rien. Il existe alors au moins un mot
w € ¥* en deux factorisations distinctes en mots de X :

W=X1Xy... X, = X]X5 ... X0
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pour X;, x; € X. Choisissons w de longueur minimale. On peut alors affirmer
que x; # x}, et plus encore, que |x;| # |x]]. Supposons alors |x;| < |x]],
lautre cas est symétrique. Nécessairement, x; est un préfixe propre de x| :
ce qui est impossible car aucun mot de X n’est préfixe propre d’'un autre mot
de X.

Exercice. Généralisation du deuxiéme exemple. Pour tout alphabet X, montrer que
3P est un code, Vp > 0. Ce code est appelé code uniforme des mots de longueur p.

Soit une relation x; ...x, = x...x/,, X;,x{ € X. Supposons, sans perte de gé-
néralité, n < n'. Puisque |x;| = |x]], on en déduit x; = x{, dotix5...x, = Xx;...X],.
De proche en proche, on arrive a x,, = x/ ete = x/_, ... X, . Donc finalement, n = n’

etx; =x,,Vi<n.

1.2 Codes préfixes, suffixes et bipréfixes

Définition 1.3. Soit L un langage de ©*. On dit que L est préfixe (resp. suffixe)
lorsqu’aucun mot de L n’est facteur gauche (resp. droit) propre d’'un autre mot de
L.

L est dit bipréfixe, ou simplement bifixe, s’il est a la fois préfixe et suffixe.

Proposition 1.1. Tout langage préfixe (suffixe ou bifixe) qui n’est pas réduit au mot
vide, ou, ce qui est équivalent, qui ne contient pas le mot vide, est un code.

Les langages préfixes (resp. suffixes, resp. bifixes) ne contenant pas € sont appelés
codes preéfixes (resp. suffixes, resp. bifixes).

Démonstration. Similaire a celle du troisieme exemple plus haut. O

Exemples. 1. X={a, ba, b?}, sur ¥ = {a, b}, est un code préfixe.

2. Les codes uniformes (de la forme >P) sont des codes bipréfixes.

3. Y=a"b, sur 2 = {a, b} est un code préfixe infini.

4. Z=1{a"b"/n > 0} est un code bifixe infini et non rationnel.
Exercice. On considére sur I'alphabet % = {a, b} les langages X = {a,ba} et Y =
{a,ab}.

1. Montrer que X et Y sont des codes.

2. Qu’en est-il du produit Z = XY ?

1. X est un langage préfixe non réduit a €. C’est donc un code préfixe. Y est un

langage suffixe non réduit a €. C’est un code sulffixe.

2. Z={a?,a%b, ba?, ba®b}. Ce langage n’est ni préfixe, ni suffixe. De plus, il ne
s'agit pas d’'un code car, en particulier, le mot a®?ba?b a deux factorisations
sur Z : a® ba®b = a®b a®b.

En conclusion, le produit de deux codes ne constitue pas nécessairement un
code.
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1.3 Algorithme de Sardinas et Patterson

Définition 1.4. Soient X~ un alphabet, L un langage de =* et u un mot. On note :
u'L={vex/uvel}
Lu'l={vex*/vuel}

u~'L et Lu~! sont respectivement appelés quotient & gauche et quotient & droite de
L par u. On parle aussi de résiduel a gauche ou a droite.

Cette définition peut s’étendre a toute une partie K de ©*, en posant :

K'L=|Ju'L={vex/IueKuvel} ={vexn'/KvnL# 0}

uek
LK = ! ={uex /I eKuv €L} = {ue B /uKNL# 0}
veK
Exemples. - SiL={e},onau'L=Lsiu=¢,u 'L=0 sinon.

- SiL=%%ulL=3%% Yuex*
-SiL=x%eta € %, alL = X. Par exemple, si © = {a,b}, on a 22 =
{a?,ab, ba, b%}. Donc a™}(Z?) = {a, b} = X.

Propriétés. Sia désigne une lettre, u et v des mots et L, L; et L, des langages :

u N L, ULy) =u" 'L uulL,

u ML, NLy) =u 'L nu 'L,

u (L \Ly) =u "Ly \u'L,

L) = {(ale)LZ si £_¢1 L |
(a™'L;)LyUa "L, sinon
a 'L =(a 'L)Lf
() 'L=v1(u'L)

Dans le cas des résiduels a droite, on dispose de formules symétriques.

Rappel. L* =J,5oL" = {uju,...u,/n = 0,u; €L,1 < i < n}, en posant par conven-
tion L° = {e}.
LT ={J,.,L"=LL=LL" On aL* =L* U{e}, mais en général L™ # L* \ {e}.
Nous allons donner sous forme de théoreme, un algorithme permettant de tes-
ter si un langage X C * est un code. Pour cela, on va considérer la suite de langages
donnée par :

Xo = XX\ {e}
X, =X"'X,,UX ' X,n>0
Théoréme 1.1 (Sardinas-Patterson). X est un code si et seulement si € ¢ X,,, Yn = 0.

Exemple. Soit, sur ¥ = {a, b}, le langage C = {a, aba}. S’agit-il d’'un code ? C n’est
ni un langage préfixe, ni suffixe. On va donc lui appliquer 'algorithme.

Co=CIC\{e} =a'C+(aba)'C\ {e} = {e, ba} \ {e} = {ba}
C,=C'Cy+ cglc =a {ba} + (aba) *{ba} + (ba) *{a,aba} =0
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Si l'on suppose C, = @, on obtient :
Con=C'C,+C'C=CT'0+07'C=0
Donc on obtient Cy = {ba}, et C, =0, Yn > 0. D’apres le théoreme, C est un code.

Exercice. Sur l'alphabet ¥ = {a, b}, montrer que X = {a?,ab,a?b,ab?, b%} est un
code.
Notons que X n’est ni un langage préfixe, ni suffixe. Calculons la suite :

Xo =X1X\ {e} = (@®) X+ (ab) "X + (a®*b) X + (ab?) X + (b?) X\ {e} = {b}
X, =X "X, +X;'X = {a? ab,a®b,ab? b*} '{b} + (b) '{a ab,a’b,ab’ b’}
=0+ {b} = {b}

1l est facile de remarquer que l'on a : X,, = {b}, Vn = 0. Puisque {¢} ¢ X,, Vn = 0,
X est un code en vertu du théoreme.

Exercice. On considére, sur l'alphabet A = {a, b}, le langage L = {w € A*/|w/, pair }.
1. Montrer que L est un sous-monoide de A*.
2. Calculer 'automate minimal de L.

3. En déduire une écriture de L sous la forme C*, C étant un langage de A* que
I'on explicitera.

4. Montrer que C est un code.

1.4 Codes maximaux

Définition 1.5. Un code X sur un alphabet A est dit maximal s’il n’existe pas de
partie de A* contenant strictement X qui soit elle-méme un code.

De maniére équivalente, si X est un code maximal de A* si et seulement si
Yu e At \ X, XU {u} n’est pas un code.

On admettra I'énoncé suivant.
Proposition 1.2. Tout code X sur un alphabet A est contenu dans un code maximal.

Exercice. Montrer que, pour tout p > 0, le code uniforme AP des mots de longueur
p sur l'alphabet A est maximal.

Pour tout u € A" \ A?, posons X = AP U {u} et considérons le mot u” = yu...u.

p fois

Ce mot a pour longueur plu|, avec p # |u|. On constate alors que l'on a aussi
uf = x1x5...x),, avec x; € AP C X. Vu que p # [ul, il est clair que le mot u” admet
deux factorisations (au moins) en mots de X. On en déduit que X ne saurait étre un
code.

Par exemple, A? est un code maximal sur A = {a, b}. Prenons u = aba; on a

u? = aba aba = ab aa ba.
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1.5 Mesure d’un code

Soit ¥ un alphabet (fini). On considere l'application m : % — Q donnée par
n(o) = é D’apres la propriété universelle du monoide libre, cette application
s’étend de facon unique en un morphisme de monoide, que I'on notera toujours T,

du ©* dans (Q, X). Siw =a;....a,, a; € %, est un mot de ¥, on obtient alors :

n(w)=n(a...a,) =n(a;)...n(a,) = (%) =|z|~MI

Ce morphisme s’étend, encore une fois, en une simple application de Z(%*)
dans QU {oo}, en posant pour tout langage L : (L) = Y, ., m(w). Ce n’est plus un
morphisme : si L= {a, ba} et K= {a,ab} sur ¥ = {a,b},on a:

LAK) = st ot o=l o=
" T2742"4 72734

Exercice. Soit p > 0, calculer (AP), VA.

+ Z = (L) + n(K)

Remarque. La mesure d’un langage peut étre infinie. Par exemple, pour ¥*, on
obtient :
(X)) = Dyep W) = Tpenm(ZF) = Tzl = +o0

Exercice. L'application 1 définie ci-dessus n’est pas non plus compatible avec le
produit de concaténation des langages. Trouver deux langages L et K tels que
m(LK) # n(L)m(K).

Exemples. Calculons la mesure des langages suivants, sur A = {a, b} :
- L, ={a,ab, ba,b?}, n(L,) = %, L; n’est pas un code.
- Ly={a,a*}, n(Ly) = %, L, n’est pas un code.
- Ly ={a,aba}, n(l3) = g, L3 est un code.
- Ly = {a,ab, b?}, n(L,) = 1, L, est un code.
- Ly =AP,p =20, n(Ls) = 1, Ls est un code pour p > 0.
- Lg ={a,ab, ba}, n(Lg) = 1, Ly n’est pas un code.

Théoréme 1.2 (Kraft, McMillan). Soit X un code. Alors m(X) < 1.

La preuve de ce théorreme va requérir le lemme suivant.
Lemme 1.1. Soit X un code fini. Alors m(X*) = n(X)X, Vk > 0.
Démonstration. On a

XK= {uguy .. u /ug, Uy, -, uy € X}

= U {uiuy .. w }

Uy, Uy,..., U €X
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Cette réunion est disjointe, puisque X est un code. D’ott

n(Xk) = Z n(w) = Z m(uguy ... u)

wexk Ug,Ug,...,Ur €X

D mu)nu)... nlu)

Uyp,Uy,..., U, €X

Z Z Z m(uy)m(uy). .. mlug)

u;eXu,eX u X

{Z ﬂ(ul)} x {Z Y TE(Ug)...Tt(uk):|

u;€X u, €X u€X
= |:Z 'rt(ul):| X oo X |:Z Tc(uk):|
u; €X u,€X

=nX)x - x n(X)
| —
k fois
= n(X)k

Démontrons maintenant le théoréme.

Démonstration. Pour effectuer la démonstration, on va se restreindre au cas d’un
code fini, tout en sachant que ’énoncé demeure valide quel que soit le code.
Soit X un code fini. Posons :

s=inf{lw|,w €X}, t=sup{lw|,weX}

Ainsi,on a: X C A + At 4 ... + A, Ce qui donne XX C AR 4 ARSTL ... 4 AKE Et
alors,

n(XK) < m(AR .- 4 AR
kt

n(X)f = n(x*) < Y n(ar)

p=ks

kt
<Y 1=kt—ks+1=k(t—s)+1
p=ks

Sil'on pose a = m(X) et p =t —s, on obtient :

ak<kp+1 Vk
On doit donc avoir nécessairement 7(X) < 1. O
Corollaire 1.1. Si X est un code vérifiant (X) = 1, alors X est maximal.

Démonstration. Soit X un code vérifiant m(X) =1 et soit Y = XU {u}, u € At\X. On
a m(u) > 0, donc n(Y) = n(X) + m(u) > 1. Donc, pour tout mot u ¢ X, Y ne saurait
étre un code. X est donc maximal. O

Exercice. On considere sur 'alphabet A = {qa, b} le langage L. = {w € A*/|w|, impair}.
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1. Calculer automate minimal de L.

2. En déduire une écriture de L sous la forme (Xa + b)*X, X étant un langage de
A* que l'on explicitera.

3. Montrer que X est un code maximal, et que le langage Y = Xa + b est aussi
un code maximal.

4. Donner une description du sous-monoide Y* de A* engendré par Y.
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