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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

1.1 Normes

1.1.1 Définitions
1.1 Définitions. 1. Soit E un espace vectoriel réel. On appelle norme sur E
toute application ||.|| de E dans R, vérifiant les conditions suivantes :
(@) Vx€E, ||x|]|=0 & x=0
(b) YA ER, Vx €E, ||Ax]|| = |A]||x]|
© Vx,y €E, ||x+y| <llxll+||x]|

2. Le couple constitué par un espace vectoriel réel E et pas une norme x — ||x]|| :
E — R, est appelé un espace vectoriel réel normé . Pour tout x € E, ||x|| est
appelée la norme du vecteur x. Notation : (E, ||.]|).

1.1.2 Propriétés essentielles

1.1 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé (e.v.r.n). Alors :

1. Pour tout x €E, on a ||—x|| = ||x]|.
2. Pour tous x,y €E, ona |||x|| - ”yH| < ”x —yH.
Démonstration. 1. [|=x|l = I(=Dx|| = [-1] lIx]| = ||x]|

2. |lxll = |Jx =y +y|| < x = || + |ly|| donc llxll = ||¥]| < [|x - ¥ Comme
[l =it <y =] = [l =1 ona fucli = [ < [l =

1.1.3 Exemples

Exemples. 1. L’application x — |x| : R — R, est une norme sur R.

2. Soit X un ensemble et soit %B(X,R) I'espace vectoriel réel des applications
bornées de X dans R *. On définit une norme sur %8(X,R) en posant ” f H =

SUP,.ex }f(x)‘ pour tout f € B(X,R).

1. Une application f : X — R est dite bornée s’il existe a,f € R tels que f(X) € [a,B], ou, de
maniére équivalente, s'il existe M € R strictement positif tel que |f (x)| < M pour tout x € X.
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1.1.4 Normes usuelles sur R"

1.2 Proposition. Pour tout vecteur x = (xq,Xs,...,X,) € R", posons :
n
lxlly = |
i=1

llxll, =

x|

x|, = max
lelleo 1<i<n

Alors :
1. Pour tout i € {1,2,00} Uapplication x — ||x||; : R" — R, est une norme sur
Uespace vectoriel réel R™. La norme ||.||, est appelée la norme euclidienne sur
R"
2. Pour tout x € R", on a ||x]|l < x|y < llxll; € n|x]| -

Démonstration. 1. On vérifie facilement que ||.||; et ||.||, sont des normes sur
R". Montrons que ||.||, est une norme sur R". Les conditions (a) et (b) de
1.1 sont simples a vérifier ; établissons (c). Soient x = (xq,...,X,) ety =
(¥1,---,¥n) des vecteurs de R". Pour tout A € R on a

zn:(xi + kyi)z = (Xn:ylz) A2 +2 (Xn:xiyi) A+ Xn:x?
i=1 i=1 i=1 i=1

Le trindme du second degré en A sur R obtenu est toujours positif ou nul;
son discriminant est donc inférieur ou égal a 0, autrement dit on a

n 2 n n
4 (inyi) —4 (lez) (Zylz) <0
i=1 i=1 i=1
On en déduit que
n
> x| < llxlla ||y,
i=1

L'inégalité de Schwarz. On a alors :

HX +J’||§ = Z(Xi +y:)
i=1

= Xn:xlz +22n:xiyi +2n:yi2
i=1 im1 im1

2 + 21l ||y ||, + ||

<
< Uxllz+ ||y |,)?

Par conséquent,
”x +y“2 < [lxlly + ”sz

2. Exercice.
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1.1.5 Normes équivalentes

1.2 Définition. Soit E un espace vectoriel réel et soient N; : E - R, etN, : E—> R,
deux normes sur E. On dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe des
réels strictement positifs a et § tels que pour tout x € E I'on ait N;(x) < aN,(x) et
Ny (x) < BN, (x).

D’apres le 2 de 1.2, les trois normes usuelles sur R" sont deux a deux équiva-
lentes.

On vérifie aisément que la relation binaire R sur 'ensemble des normes de E
définie par N;RN, si et seulement si N; et N, sont équivalentes est une relation
d’équivalence.

Remarque. On peut montrer que toutes les normes sur R" sont équivalentes entre
elles.

1.2 Topologie associée a une norme

1.2.1 Définitions

1.3 Définitions. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé.

1. Pour tout x € E et tout réel r > 0, on pose B(x,r) ={y € E/ “x —y” <r}
On dit que B(x, ) est la boule ouverte de E de centre x et de rayon r.

2. Soit x € E. On appelle voisinage de x dans E toute partie V de E pour laquelle
il existe r > 0 tel que B(x,r) C V.

3. Soit U une partie de E. On dit que U est un ouvert de E si U est voisinage
dans E de chacun de ses points (c.-a.-d. que U € ¥ (x) pour tout x € U).

4. Soit F une partie de E. On dit que F est un fermé de E si (;F est un ouvert de
E.

Notation. On notera ¥;(x) ’ensemble de tous les voisinages de x dans E.

1.2.2 Propriétés des voisinages d’un e.v.r.n.

1.3 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé et soit x € E.
1. Soit V€ ¥(x); alors x € V.
2. Soient V,,V, € ¥(x); alors V; NV, € ¥(x).
3. Soit V € ¥(x) et soit W une partie de E contenant V; alors W € ¥;(x).
4. Soit Ve ¥ (x); alors il existe W € ¥;(x) tel que V € ¥ (y) pour tout y € W.

Démonstration. 1. Pour tout r >0,ona x €B(x,r)car [|[x —x||=0<r.

2. Soient r; > 0 et r, > 0 tels que 'on ait B(x, ;) € V; et B(x, ;) C V,. Posons
r =min(r;, ) ; alors r est un réel strictement positif tel que B(x, ) C V;NV,.

3. Soit r > 0 tel que B(x,r) C V; alors, comme V C W, on a B(x,r) C W et
donc W € ¥;(x).

4. Soit r > 0 tel que B(x,r) C V; B(x,r) est un voisinage de x dans E; le fait
que V soit un voisinage de tout élément de B(x, rr) résulte du lemme suivant.
O
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1.1 Lemme. Soit (E,||.||) un espace vectoriel réel normé. Soient x € E et r un réel
strictement positif; alors B(x, ) est un ouvert de E.

Démonstration. Soit y € B(x,r); posons p =r — ||x -y

; comme y € B(x,r)ona

”x — yH < r et donc p > 0. Montrons que B(y,p) € B(x,r). Soit z € B(y,p); alors

llx =zl =|]x -y +y -2
<=y +lly—=|

<[ =yl + =[x =x[>
<r

Par conséquent z € B(x, ). O

1.2.3 Propriétés des ouverts d’un e.v.r.n.

1.4 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Alors :

1. 0 et E sont des ouverts de E.

2. 0 et E sont des fermés de E.

3. Lintersection de deux ouverts de E est un ouvert de E.

4. La réunion de deux fermés de E est un fermé de E.

5. La réunion d’une famille quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.

6. Lintersection d’'une famille quelconque de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration. 1. 0 est bien stir un ouvert de E. Pour tout x e EonaB(x,1) CE
donc E est un ouvert de E.

2. On a (0 = E et (zE = 0. Comme E et 0 sont ouverts de E, @ et E sont des
fermés de E.

3. Soient U; et U, deux ouverts de E. Soit x € U; N U,. Comme U; € ¥(x) il
existe r; > 0 tel que B(x,r;) € U; (i = 1,2). Posons r = min(r;,r,); alors
B(x,r) € B(x,r;) NB(x,r,) C U; NU, et par conséquent, U; NU, € ¥#(x) ce
qui montre que U; NU, est un ouvert de E.

4. Soient F; et F, des fermés de E. On a Cz(F; UF,) = CzF; NCF,. Comme F; est
un fermé, C;F; est un ouvert et d’apres 3, 0zF; N CzF, est un ouvert; F; UF,
est donc un fermé.

5. Soit (U;); une famille quelconque d’ouverts de E. Soit x € [ J,; U;; soit
j € Ttel que x € U;. Comme U; est un ouvert de E, U; € ¥%;(x) et comme
U; € Uiq Ui, on voit que |, U; € #(x). Par conséquent, | J,, U; est un
ouvert de E.

6. Soit (F;);c; une famille quelconque de fermés de E. On a Cz([),, F;). Comme
F; est un fermé de E, (;F; est un ouvert de E; d’aprés 5, | J,, CgF; est un

ouvert de E, et donc [ ), F; est un fermé de E.

i€l

O
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1.2.4 Relation entre voisinage et ouvert

1.5 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit x € E et soit V C E.
Alors V est un voisinage de x dans E si et seulement s’il existe un ouvert U de E tel que
xeUcV.

Démonstration. S'il existe un ouvert U de E tel que x € U C V, alors U € ¥;(x) et
comme U CV, V appartient a ¥;(x). Inversement, supposons que V € ¥;(x). Alors
il existe r > 0 tel que B(x,r) C V. Posons U = B(x, ), alors U est un ouvert de E
(voir1.1) etx e U CV. O

1.2.5 Adhérence

1.4 Définition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit A une partie de E

et soit x € E. On dit que x est adhérent & A si pour tout V&€ ¥,(x) ona VNA # 02
On note KE, ou plus simplement A, I'ensemble des points x de E adhérents a A.

On dit que A" est I'adhérence de A dans E.

1.2.6 Propriétés de ’adhérence
1.6 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit A une partie de E.
Alors :
1. OnaACA
2. Aest un fermé de E.
3. Soit F un fermé de E tel que A C F; alors A CF.
4. A est un fermé de E si et seulement si A= A.
Démonstration. 1. Soit x €A. Soit V& ¥;(x); onax € VNA, donc VNA#0 et
par conséquent, x € A.

2. Montrons que CzA est un ouvert de E. Soit x € (zA; il suffit de montrer que
A € %(x). Comme x ¢ A, il existe V € ¥%:(x) tel que VN A = 0. Soit U
un ouvert de E tel que x € U C V. Montrons que U C CEK. Soit y € U; on
aVNA=0,donc UNA =0 et comme U est un voisinage de y on voit que
¥y ¢ A. Comme x € U C (A on obtient que [zA € ¥4 (x).

3. Soit x € A. Si x nappartenait pas a F, alors [zF serait un ouvert de E conte-
nant x, donc un voisinage de x et comme (CzgF)NA=0ona x ¢ A.

4. Immédiat d’apres 1,2 et 3.

1.2.7 Exercice

Exercice. Soit E un espace vectoriel réel normé.
1. Soient A, B des parties de E telles que A C B; montrer que A C B.
2. Soient C,D deux parties de E. Montrer que CUD = CUD.

2. 1l est équivalent de dire que B(x,r) N A # 0 pour tout r > 0.
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1.2.8 Topologie d’un e.v.r.n.

1.5 Définition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel réel normé. La classe (ou l'en-
semble) des ouverts de (E, ||.||) est appelée la topologie de (E, ||.||).

1.2.9 Relation entre topologie et normes d’un e.v.r.n.
1.7 Proposition. Soit E un espace vectoriel sur R et soient ||.||; et ||.||5 deux normes
sur E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ||.]l; et ||.]|, définissent la méme topologie.

2. ||.ll; et ||.]|, sont équivalentes.
Démonstration. 1 = 2 : soit B; = {x € E/||x||; < 1}. B; est un ouvert de (E,||.||;)
(voir 1.1), donc B, est un ouvert de (E, ||.||;) d’aprés 1. On a ||0||; =0 donc 0 € B ;

B, est voisinage de O pour .||, donc il existe un réel r > 0 tel que {x € E/||x]|, <
r} C€B;.Soitx €E;six #0,ona

r r
x| ==<r
2xlly ], 2
donc
r
H_x <1
21xll2 |4

On en déduit que ||x]||; < % [lx||,. Posons a = % ;onaa>0et|x||; <allx]|, pour
tout x € E.

Par symétrie, il existe 3 > O tel que ||.||; < B ||.]I;-

2 = 1. Soient a et § des réels positifs tels que ||.||; < a||.|l; et ||.]l; < B]l.]l;. Soit
U un ouvert de (E, ||.||;) et soit x € U. Soit r > O tel que {y € E/ Hx —y”1 <r}=
AcU.Ona{ycE/ Hx —y”2 < i} =B C U car A C B. Donc U est un voisinage de
x dans E pour ||.||,. Par conséquent U est un ouvert de (E, ||.||,). Par symétrie, tout
ouvert de (E, ||.||) est un ouvert de (E, ||.||1). O

Remarque. Les normes sur R" sont toutes équivalentes entre elles ; elles définissent
donc la méme topologie sur R™. On dit que c’est la topologie usuelle sur R".

1.3 Suites de vecteurs dans un espace normé

1.3.1 Définition

1.6 Définition. Soit (E,||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit (x,),cy Une suite
de vecteurs de E et soit x € E. On dit que la suite (x,),ey converge (ou tend) vers
x dans E si

lim ||xn - xH =0

n—oo

Autrement dit, si

Ve>0,3noeN,n>n0:|

xn—xH<s

On écrit lim,_,, x, = x (ou x, — x) et l'on dit que (x,),en admet x comme

limite.
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1.3.2 Propriétés des limites

1.8 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit (x,),ey Une suite
dans E et soient x,y € E. On suppose que limx, = x et limx, = y; alors x = y.

Démonstration. On a
Jle = [ = [l = 0 20 = | < [l = e+ [fen =

pour tout n € N. On a donc ||x — yH < g pour tout € > 0 ce qui implique ”x — y“ =
Oetdoncx =y.

1.9 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit (x,),ey Une suite
dans E, et soit x € E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Onalimx, = x.

2. We¥(x),InpeN, n=2ny=>x, €V.

Démonstration. En effet, les boules ouvertes de centre x sont des voisinages de x
dans E et tout voisinage de x dans E contient une telle boule. O

1.10 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit (x,),ey Une suite
de vecteurs de E qui converge vers x € E. Alors toute sous suite de (x,),en converge
également vers x.

Démonstration. Soit (x,, Jxen une sous suite de (x,)ney- La suite réelle (| Xy, — x”)keN

est une sous suite de la suite réelle (| X, — x‘ Jnen- On a donc
tim [|x,, x| = lim [Jx, - x]| =0
k—o0 k n—00

1.3.3 Normes équivalentes et convergence

1.11 Proposition. Soit E un espace vectoriel sur R et soient ||.||; et ||.||, deux normes
sur E. On suppose que ces normes sont équivalentes. Alors une suite (x, ),y de vecteurs
de E converge dans E vers x € E pour ||.||; si et seulement si elle converge vers x dans
E pour ||.||5.

Démonstration. Immédiat d’apres la définition de deux normes équivalentes. On
peut aussi s’appuyer sur 1.9. O

1.3.4 Convergence sur R?

1.7 Définition. Soit (x,),cy Une suite de vecteurs dans R? et soit x € RP. On dit
que (x,)peny converge vers x si (x,)pey cOnverge vers x pour 'une des normes de
RP (et donc pour toutes, puisqu’elles sont équivalentes).

1.12 Proposition. Soit (x,),ey une suite dans RP et soit x € RP. On a x, =
(0tp1s -5 0yp) €t X = (ay,...,a,). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Onalim,_,. x, = x.

2. Onalim, o, =a; (i=1,...,p)
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, . . p
Démonstration. Munissons R? de la norme (8;,...,B,) — >,;_; |B;]. Alors

n—o00

p
lim x, =x < lim E }ani—ai‘zo — lim{ani—ai{zo
n—o00 n—o0 4 0

i=

1.3.5 Propriétés des limites dans un e.v.r.n.

1.13 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé et soit (x,)pey UNE
suite convergente de vecteurs de E. Alors la suite (x,)ey est bornée. C’est-a-dire que
{| x,|| /n € N} est une partie bornée de R.

Démonstration. Soit x = lim x,. Soit ny € N tel que si n = ny l'on ait “xn - x” <1
Sin = ng alors

[xa ]| = [loen = 2+ x[| < [|e = x| + llxll < 1+ 1]

Posons M = max(“x()“ , ||x1 yevns ”xno_l“ ,1+||x]|); alorson a ”an < M pour tout

neN

1.14 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé . Soient (x,)nen €t
(¥nnen des suites dans E et (A,),en une suite réelle. On suppose que limx, = x et
limy,=yoil x,y €E, et que limA, = A €R. Alors

1. lim,,(x,+y,)=x+Yy

2. lim(A,x,) =Ax

3. lim|x,|| = IIx|
Démonstration. 1. Soit € > 0. Soient ny,n, € N tels que
n2n1:>|xn—x“<§
£
nzny =y -yl <3

Posons n, = max(n,n,). Alors sin = n, on a

[|Gen+ ) = Ce + )| = || Cen =) + 3 = 1))

< e = x| + [lyn = ¥
<E+E=s
T2 2

Par conséquent (x, + ¥,)ney converge dans E vers (x + y).

2. Soit € > 0. Soit A > 0 tel que ||x|| < A et |A,| < A pour tout n € N. Soit n, tel
que si n = ng alors ||xn —XH < el =A< 5. Sin>n, alors

([ A, = Aax|| = [|Anxn — XX + A — Ax||
< H?xnxn - Kan + ”knx - kx”
< gl o = x| + 1 = Al el

<A8 +8A
I N —A=E
2A  2A

Par conséquent (A, x,)ney converge vers (Ax) dans E.
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3.0na IHxn“ —|lx]|| < ||x,1 —xH. Soit € > 0 et soit ny € N tel que si n > n,
alors ||x, —x|| < e. Alors sin = ny on a I} — ||x||| < €; autrement dit

Xn
Tim ||, || = [Ix]].
O

1.3.6 Relation entre adhérence et suites

1.15 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé et soit A une partie de
E. Soit x € E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. x€A

2. Il existe une suite (x,) ey de vecteurs de A telle que lim x,, = x.

Démonstration. 1 = 2. Par définition, on a VN A # 0 pour tout V € ¥;(x). Pour

1 1 : 1 .

tout n € N, B(x, n_-l—l) € ¥ (x) donc on a B(x, H—H)OA # (. Soit x,, € B(x, n_+1)nA’
alors (x,,),ey de vecteurs de A converge dans E vers x car | < nl?

2 = 1. Soit (x,),en une suite de vecteurs de A telle que limx, = x. Soit V

¥;(x) ; comme lim x,, = x, il existe n, tel que sin > ng alors x, €V. Ona x,, € VNA

donc VN A # 0. Par conséquent x € A. O

xn—x{

1.1 Corollaire. Soit (E,||.||) un espace vectoriel réel normé et soit A C E. Alors A est
un fermé de E si et seulement si tout vecteur de E qui est limite d’une suite de points
de A appartient a A.

1.4 Suite de Cauchy

1.4.1 Définitions

1.8 Définition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé. Soit (x, ),y une suite
de vecteurs de E. On dit que (x,),ey €st une suite de Cauchy si :

Ve > 0,dny,Vp,q = nyg = pr—xq” <e

Notons que I'on peut supposer r < s.

On vérifie facilement que toute suite convergente de vecteurs de E est une suite
de Cauchy. Si toutes les suites de Cauchy de vecteurs de E sont convergentes, on
dit que (E, ||.||) est complet, ou encore que c’est un espace de Banach.

Remarque. Soit E un espace vectoriel réel et soient ||.||; et ||.||, deux normes équi-
valentes sur E. Alors pour qu'une suite de vecteurs de E soit une suite de Cauchy
pour ||.||; il faut et il suffit que ce soit une suite de Cauchy pour ||.||,.

1.9 Définition. Soit (x,),ey une suite de vecteurs de R”. On dit que c’est une suite
de Cauchy de vecteurs de R? si c’est une suite de Cauchy pour 'une des normes de
RP (et donc pour toutes).

1.4.2 Suites de Cauchy de R?

1.16 Proposition. Soit (x,),ey une suite de vecteurs de RP. Ona x, = (01, -+, pp)-
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. (x,)ney est une suite de Cauchy.
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2. (api)nen est une suite de Cauchy réelle pouri=1,...,p.

Démonstration. Voisine de celle de 1.12 O

1.4.3 Complétude de R?
1.17 Proposition. R? est complet (pour 'une quelconque de ses normes).

Démonstration. Soit (x,),ey une suite de Cauchy de vecteurs de R?. On a x,, =
(01, .-+, 0yp) pour tout n € N. La suite réelle (a,;) ey est une suite de Cauchy
réelle (cf. 1.16), donc elle converge vers un réel a; (i = 1,...,p). Posons x =
(0tq,...,0a,); alors d’apres 1.12 on a lim,,_,,, x, = x. O

1.5 Parties compactes d’un espace normé

1.5.1 Définitions

1.10 Définitions. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel normé.

1. Soit (x,)uen une suite dans E. On appelle valeur d’adhérence de la suite
(x,)ney dans E tout vecteur de E qui est limite d’une sous suite de (x,),en-
Notons que si la suite (x,,),ey converge vers un point x de E, alors x est une
valeur d’adhérence de la suite (x,),ey, €t Cest la seule.

2. Une partie A de E est dite compacte si toute suite de points de A admet dans
E une valeur d’adhérence qui appartient a A.

3. Une partie A de E est dite bornée si {||x|| /x € A} est une partie bornée de R,
C’est-a-dire s’il existe M > 0 tel que ||x|| < M pour tout x € A.

4. Une suite (x,),ey de vecteurs de E est dite bornée si {x,/n € N} est borné.

1.5.2 Compacité sur R?

Remarque. Soit E un espace vectoriel réel norméet soient ||.||; et ||.||, deux normes
équivalentes sur E. Alors, les valeurs d’adhérence d’une suite dans E sont les mémes
pour ||.||; et |.]l5, et les parties compactes (resp. bornées) sont les mémes pour ||.||;
et ||.[[-

Les normes de R? étant toutes équivalentes, on peut parler de valeur d’adhé-
rence d’une suite dans R? et de parties compactes (resp. bornées) de R? sans pré-
ciser la norme.

1.5.3 Implications de la compacité
1.18 Proposition. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel réel norméet soit A une partie
compacte de E. Alors :
1. Aest un fermé de E.
2. A est une partie bornée de E.
Démonstration. 1. Soit x € A; il suffit de montrer que x € A (cf. 1.1). Soit
(%, )nen une suite dans A telle que lim x,, = x (cf. 1.15). Alors x est une valeur

d’adhérence de (x,),ey €t C'est la seule. Comme (x,,),cy @admet au moins une
valeur d’adhérence dans A (car A est compact), on a nécessairement x € A.
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2. Supposons que A ne soit pas bornée. Pour tout n € N soit alors x, € A tel
que ||an > n. Soit (x,, )rey une sous suite convergente de (x,),ey. Pour

tout k € N, ”xnk H > ny = k; la suite (x,, )y N'est donc pas bornée ce qui

contredit le fait qu’elle converge.
O

1.5.4 Projections sur R? (?)

1.19 Proposition. Pour tout i € {1,...,p} soit ; : R — R la i¢ projection définie
par m;(xq,...,X,) = x;. Soit A C RP. Alors A est bornée dans RP si et seulement si
1;(A) est bornée dans R pouri=1,...,p.

Démonstration. Munissons R? de la norme (ay,...,a,) — Zle |a;].
1. Supposons A bornée. Soit M > 0 tel que ||x|| < M pour tout x € A. Soit
i €{l,...,p} et soit x; € m;(A). Soit x € A tel que x; = m;(x); on a |x;| <
[lx]| €M, et donc Tt;(A) est bornée dans R.
2. Supposons 7;(A) bornée pour i =1,...,p. Soit M; > 0 tel que |x;| < M; pour
tout x; € m;(A) (i=1,...,p). Soitx €A;ona

p 14
lxll =D m0)] < DM,
i=1

i=1

et par conséquent A est bornée dans R?.

1.5.5 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

1.1 Théoreme (Bolzano-Weierstrass). Soit (x,)ney Une suite bornée de vecteurs de
RP. Alors on peut extraire de (x,),en AU Moins une sous suite convergente. Autrement
dit, (x,)neny admet dans RP au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration. On procede par récurrence sur p. Si p = 1 la propriété est vraie
(supposée connue). Supposons la propriété établie jusqua p — 1 (p = 2); mon-
trons qu'elle est vraie pour p. Soit (x,),en une suite bornée dans RP. Soit 7, :
RP — R la pe projection, et soit m : RP — RP™! définie par m(xy,...,x,) =
(x1,++.,Xxp_1). La suite ((x,))neyn de vecteurs de RP~! est bornée, ainsi que la
suite réelle (1t,(x,))nen- Soit (T(x,, )ien une sous suite de (m(x,))ney conver-
71 . .
geant vers un vecteur (ay,...,a,_;) de RP™* et soit (ﬂp(xnkl ))ien une sous suite de
(mp(xp, Dken convergeant vers un réel a,. Alors la sous suite ("T(Xnkl ), ’J'Ep(xnkl Nien
de (x,)en converge dans R? vers (ay, ..., a,). O

1.5.6 Parties compactes sur R?

1.2 Théoreme. Soit A une partie de RP. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. A est une partie compacte de RP.

2. A est une partie fermée et bornée de RP.
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Démonstration. D’apres 1.18, 1 implique 2.

Inversement, soit (x,, ),y Une suite de vecteurs de A ; la suite (x,,),ey €st bornée
donc on peut en extraire une sous suite convergeant vers un vecteur x de RP.
Comme A est fermé, x appartient a A. Le point x est donc une valeur d’adhérence
de (x,),en dans A. Par conséquent A est compact. O

1.6 Continuité

On désigne par (E, ||.||) et (F,||.||) deux espaces vectoriels réels normés et par X
une partie de E.

1.6.1 Définitions

1.11 Définition. Soit f : X — F?2 Soit a € X. On dit que f est continue en a si
YW e %(f(a)),3Ve ¥(a), F(VNX) CcW
1l est équivalent de dire
Ve>0,3n>0,(x €Xet lx—all<n)= [|f(x) - f(a)|| <e

Si f est continue en tout point de X, on dit que f est continue sur X.

Notons que cette définition ne dépend que des topologies de (E,||.||) et de
(F,1I.11). On peut, sans changer cette notion, remplacer les normes de E et de F
par des normes équivalentes.

Remarque. Soit f : X — F. Soit Y C X et soit g la restriction de f a Y définie par
g(y)=f(y) (y € F). Soit a € Y; alors si f est continue en a, g est continue en
a. La réciproque est bien siir fausse. En revanche, si Y est de la forme W N X avec
W € ¥;(a) et si g est continue en a, alors f est continue en a.

1.6.2 Continuité par applications sur des limites (?)

1.20 Proposition. Soit f : X — F et soit a € X. Alors f est continue en a si et
seulement si pour toute suite (x,),en de vecteurs de X telle que limx, = a on a

lim f (x,,) = f (a).

Démonstration. 1. Supposons que f ne soit pas continue en a. Alors on peut
choisir € > 0 tel que

¥n >0,3x €X,||x —a|| <n et ”f(x)—f(a)H =€

Pour tout n € N, soit x,, € X tel que ”xn - a” < nl? et ||f(xn) —f(a)” > e
On a alors lim x,, = a mais (f (x,)),ey De converge pas vers f (a).

2. Supposons f continue en a. Soit (x, ),y Une suite dans X telle que lim x,, = a.
Montrons que lim f (x,) = f(a). Soit € > 0 et soit | > O tels que si x € X et
si ||x —a]| < m alors Hf(x) —f(a)“ < . Soit ny € N tel que si n = n, alors
||x,1 — aH <m;sin=ngona Hf(xn) —f(a)H < ¢ donc lim f (x,,) = f(a).

O

3. On dit que f est une fonction vectorielle, ou de variable vectorielle.
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1.6.3 Continuité des compositions d’applications

1.21 Proposition. 1. Soit a € X. Soient f et g deux applications de X dans F et
AU € R. Soit Af + ug Uapplication de X dans F définie par (Af +pg)(x) =
Af(x)+pg(x). On suppose f et g continues en a; alors Af + g est continue
en a.

2. Lapplication x — ||x|| : E — R est continue.

3. Soit f : X > Fetsoit g: f(X)— Gou (G,]||.]|) est un espace vectoriel réel
normé. Soit a € X. On suppose que f est continue en a et que g est continue en
f(a); alors g o f est continue en a.

Démonstration. Soit (x,),ey Une suite dans X telle que limx,, = a. On a

(Af +pg)la) =Af(a)+pgla)
=Af(limx,) +ug(limx,)
=Alim f(x,) + wlim g(x,)
= lim(\f (x,) + pg(x,))
=lm(Af +pg)(x,)

et

(gof)a)=2g(f(a))
= g(f(limx,))
= g(lim f (x,))
= lim g(f (x,))
= lim(g o f)(x,)

ce qui établit 1 et 3. Pour le 2 il suffit d’utiliser le fait que | ||x|| — Hy“ | < Hx — y”
O

1.6.4 Continuité par composantes

1.22 Proposition. Soit f : X — R? et soit f; = m; o f ou m; : RP — R est la i°
projection. Soit a € X. Alors f est continue en a si et seulement si les m; o f sont
continues en a (1 <i < p).

Démonstration. C’est une conséquence de 1.20 et de 1.12. O

1.7 Compacité et continuité

1.3 Théoreme. Soient (E, ||.||) et (F, ||.||) des espaces vectoriels réels normés et soit X
une partie compacte de E. Soit f : X — F une application continue sur X. Alors f (X)
est une partie compacte de F. En particulier f est bornée.

Démonstration. Soit (y,),en Une suite dans f(X). Pour tout n € N soit x, € X tel
que f(x,) = y,. Comme X est compact, il existe une sous suite (x,, Jren d& (X )nen
et x € X tels que limx, = x. Comme f est continue en x on a lim f (x,, ) = f(x)
Cest-a-dire lim y,, = f(x) et par conséquent f (X) est compacte.

D’aprés 1.18, f(X) est une partie bornée de F. O
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1.2 Corollaire. Soient (E,||.||) un espace vectoriel réel normé, X une partie compacte
de E et f : X — R une application continue. Alors f est bornée et il existe u,v € X tels

que f(u) =inff(X) et f(v) =sup f (X).
Démonstration. 11 suffit d’appliquer 1.3 et le lemme suivant. O

1.2 Lemme. S_oit A une partie non vide minorée (resp. majorée) de R. Alors infA € A
(resp. supA € A).

1.7.1 Continuité uniforme

1.12 Définition. Soient (E, ||.||) et (F,||.]|) deux espaces vectoriels réels normés et
soit X une partie de E. Soit f : X — F. On dit que f est uniformément continue sur
X si

Ve >0,3n>0,(x,y €Xet Hx—y” <n)=> ||f(x)—f(y)|| <eg

Cette notion n’est pas modifiée si les normes sont remplacées par des normes équi-
valentes.

Si f est uniformément continue sur X alors f est continue sur X (réciproque
fausse).

1.7.2 Compacité et continuité uniforme

1.4 Théoreme. Soient (E, ||.||) et (F, ||.||) deux espaces vectoriels réels normés, et soit
X une partie compacte de E. Soit f : X — F une application continue. Alors f est
uniformément continue.

Démonstration. Supposons que f n’est pas uniformément continue. Soit alors ¢ > 0
tel que
Vn>0,3x,y EX,}

x—y|<met |[f)-FO)| =
Pour tout n € N, soient u,,, v, € X tels que
! >
lan =l < =7 et [f)—fO]| >

Soit (v,, Jken une sous suite de (v,),ey qui converge vers un vecteur v de X. On a

1 1
<

n+1 k+1

Hu“k ~ Vny H <

On a donc limy_,,,(u,, — v, ) = 0; ceci implique que limy_,, u, =v (voir 1.21).

Comme f est continue, on a

lim £(uy,) = fOv) et lim £(v,) = F(v)

Ny

et donc

lim (£ () = £ (3,)) = 0
D’ou

Jim [| (up ) = £ (v ) =0

ce qui contredit le fait que ”f(un) — f(v,)|| = € pour tout n € N. O
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1.8 Continuité et linéarité

1.5 Théoréme. Soient (E, ||.||) et (F,||.||) deux espaces vectoriels normés, et soit f :
E — F linéaire. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue en O.

2. f est continue sur E.

3. f est uniformément continue.

4. Il existe M > O tel que ||f(x)|| < M||x]|| pour tout x €E.

Démonstration. Si (4) est vérifiée, on a
- £l = e -y < -y

pour tous x, y € E; (3) en découle.

Il est évident que (3) implique (2), et que (2) implique (1). Montrons que (1)
implique (4).

Soitm > Otel quesix € Eetsi||x|| <m (c -a-d. ||x — 0]| <m), alors ||f(x)|| <1
(c.-a-d. Hf(x) f(O)H < 1). Posons M = =, Soit x € E. Si x = 0 alors ”f(x)” =

0] = 0 < M||x]|. Si x # 0, alors

2|x]| 2
donc

<1

Hf IR

d’ou ”f(x)” <M||x]l. O

1.23 Proposition. Soit (F, ||.||) un espace vectoriel réel normé et soit f : RP — F une
application linéaire. Alors f est continue sur R?.

Démonstration. On peut supposer que R? est muni de la norme usuelle ||.||; (voir
1.11). Soit (ey,...,e,) la base canonique de RP. Soit x € R’. On a x = > xe,
donc

I if (e)

p

s Z | ”f(ei)”
i=1

< max || e )||Z x|

Cest a dire que “f(x)” < M||x|| avec M = max, <, “f(ei)H. D’apres 1.5, f est
continue. O



CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMES 18

1.9 Applications partielles

1.9.1 Définition

1.13 Définition. Soit X une partie de R? et soit (F,||.||) un espace vectoriel réel
normé. Soit f : X — F. Soit a = (a3, ...,a,) € X. Pour tout i € Nl’;, on pose

Xi = {xi € R/(ala'- < Aio15 X5 Ajg1s ">ap) EX}

On appelle i¢ application partielle déduite de f pour tout a I'application f; :
X; — F définie par

filx;) zf(al:-~-sai—laxi’ai+1>~'-’ap)

Supposons que f soit continue en a ; alors pour tout i € N;, f; est continue au
point a; de X;.

Démonstration. Exercice. O

1.9.2 Exemple

Exemple. Soit f : R? — R I'application définie par

= si(x,y) #0
— si(x,y
fle,y)=4 x*+y?
0 si(x,y)=0
Soit f; (resp. f,) la premiere (resp. la seconde) application partielle de f en 0. On

a f; = f, =0, donc f; et f, sont continues en 0. Par contre, f n’est pas continue
en 0. En effet, soit x, = (%, %) (neN"); on alimx, = 0. Par contre, (f (x,))pey D€

converge par vers f(0,0) car f(x,) = % pour tout n € N.

1.10 Limites

On désigne par (E, ||.||) et (F,||.||) des espaces vectoriels réels normés, et par X
une partie de E.

1.10.1 Définition

1.14 Définition. Soit f : X — F. Soit a € E tel que a € X\ {a}. On dit que f(x)
tend vers [ € F, ou bien que f(x) admet [ pour limite dans F, quand x tend vers a
dans X privé de a si

YW e %(D), 3V € ¥ (a), F(VN X\ {a})) cW
11 est équivalent de dire que :
Ve>0,In>0,(xeX\{a}let [x —al|<n=> Hf(x)—lH <e
On écrit alors

lim £(x)=1
xexX\{a}
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ou encore

FO) =1
xeX\{a}

Cette notion ne dépend que des topologies de (E,||.||) et (F,]|.]|), donc n’est pas
modifiée si les normes sont équivalentes.

1.10.2 Continuité en un point

1.24 Proposition. Soit f : X — F et soit a € X. On suppose que a € X\ {a}. Alors f
est continue en a si et seulement si

lim f(x)=f(a)

xex\{a}
Démonstration. Immédiat. O

1.25 Proposition. Soit f : X — F une application. Soit a € E tel que a € X\ {a}.
Soit | € F. Alors on a
lim f(x)=1
xeX\{a}

si et seulement si pour toute suite (x,),en dans X\ {a} telle que limx, = a, on a
lim f (x,) = n.

Démonstration. Semblable a celle de 1.20. O

1.10.3 Propriétés des limites

1.26 Proposition. Soient f et g deux applications de X dans F. Soit a € E tel que
a € X\ {a}. On suppose que

lm fG)=1 et lim gb)=m
xexX\{a} xeX\{a}

Alors :

1. Si hmxéx—{?a}f(x) =l,onal; =L

2. Ona hmxéﬁ?a}(f +2))=1+m

3. SiAeR, onalim x—a (Af)(x)=AL
xexX\{a}

4. Ona limxéﬁ?a} ||fH (x) = ||Ll] (en posant Hf” (x)= “f(x)”).
5. Soit (G, ||.]|) un espace vectoriel réel normé et soit h : f (X) — G une application.
Alors :
(@ Sil ¢ f(X),sil e f(X)etsilim . h(y) =1, on alim x—>a (ho
yef(x) xeXital
) =1

(b) Sile f(X)etsih est continue en [, on a lim Sy }(h o f)(x)=nh(D.
XE. a

6. Supposons que F = R? et que pour tout i € NZ’ fi est la i¢ composante de
f-Onal =(l,...,1,). Alors on a lim Sy }f(x) = [ si et seulement si
XE. a

. _ g
llmxé)(_\)?a}fi(x) =[; pour tout i € N,-
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7. Supposons que E =RP. Soit a = (ay,...,a,) € X et soit
Xi = {Xi eR/(al,...,ai_l,xi,ai+1,...,ap) GX}

Soit f; : X; — F la i¢ application partielle associée a f au point a (voir 1.13).
Supposons de plus que a; € X; € {a;}. Alorson alim x—q f;(x;) =a;, i €N
x;€Xi\{a;} P

Démonstration. On peut utiliser 1.25 et des propriétés connues concernant les
suites. O



Chapitre 2

Fonctions vectorielles d’une
variable réelle

2.1 Dérivation

2.1 Définition. Soit J un intervalle ouvert de R et soit f : J — R? une application
dont les composantes sont notées fi,..., f,. On dit que f est une fonction vecto-
rielle de variable réelle.

1. Soit t, € J. On dit que f est dérivable en t, et de dérivée I = (14,...,[,) € R?
si pour tout i € N;‘, f; est dérivable en t, et de dérivée [;. La dérivée de f en

to, si elle existe, est notée f’(t,) ou encore %(to).

2. Si f est dérivable dans J (c.-a-d. en tous points de J), 'application de J dans

R? qui & t associe f'(t) est notée f', ou 47 et est appelée la fonction dérivée

dt’
de f.
Eventuellement, f’ admet & son tour une fonction dérivée, etc. Ces dérivées

ar & &
de? de2? " dem?

successives se notent f’, f”, ..., f™, ..., ou bien Les

composantes de f™ sont fl("), e, fq(”).
Sif/, f”, ..., f(™ existent, on dit que f est n fois dérivable. Si de plus f™
est continue, on dit que f est n fois continliment dérivable (ou de classe C").

Si f" existe pour tout n € N, on dit que f est indéfiniment dérivable (ou de
classe C*).

2.1.1 Remarque sur la dérivabilité

Remarque. On reprend les notations de 2.1. On vérifie aisément que f est dérivable
en t, et de dérivée [ si et seulement si

ORI
lim ———— =

t_’tO t - to
tel\{to}

l

ou encore, si et seulement s’il existe € : J — R? telle que

f(0)=f(to) + (£ — to)(I + (1))

21
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pour tout t € J, et avec lim t—¢, €(t)=0.
teN\{to}

2.1.2 Propriétés usuelles

2.1 Proposition. Soit J un intervalle de R et soient f et g deux applications de J dans
RY. Soit t, € J tel que f et g soient dérivables en t. Alors

1. f est continue en t,.
2. f+g:J— RIdéfinie par (f + g)(t) = f(t)+ g(t) est dérivable en t, et Uon a

(f +8)(to) = f'(to) +g'(to)
3. SiAeR, Af : J— R? définie par (Mf )(t) = Af (t) est dérivable en t,, et l'on a
(M) (to) = Nf(to)

4. Soit A : J — R dérivable en t, et soit Af : J — RY définie par (Af)(t) =
A(t)f (t). Alors Af est dérivable en t, et Uon a

(Af )Y (o) = N (to)f (to) + Ato)f (to)
5. Soit I un intervalle de R et soit ¢ : I — R telle que ¢(I) C J. Soit oy € L On

suppose que ¢ est dérivable en a et que f est dérivable en ¢(a). Alors f o d
est dérivable en a et l'on a

(f 2 ) (@) = £ (b)) (o)

6. Supposons que f soit n continiiment dérivable en J. Soit t, € J. Alors pour tout

teJona
£y = £+ ) ot S 0 ) 4 (6 o)
ol £ : J — RY est telle que limt Et?\{f? } g(t) = 0. C’est la formule de Taylor-Young.
Démonstration. Exercice. O

Rappel. Soient x = (x;,X5,x3) et ¥ = (¥1, ¥, Y3) deux vecteurs de R3. Le produit
scalaire x.y de x par y est défini par

3
Xy = inyi
i=1

Ceci s’étend bien stir a n.
Le produit vectoriel x A y de x par y est défini par

XAY =(XpY3 = X3¥2,X3Y1 = X1Y3,X1Y2 — X31)

2.2 Proposition. Soit J un intervalle de R et soient f et g deux applications de J dans
R? dérivables en un point t, € J. Alors :
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1. f-g:J— R définie par (f - g)(t) = f(t)-g(t), (t €J), est dérivable en t, et
Uon a

(f - 8) (to) = f'(to) - g(to) + f(to) - g'(t0)
On dit que f - g est le produit scalaire de f par g.

2. Lapplication f A g : J — R définie par (f A g)(t) = f(t) A g(t), (t €J), est
dérivable et U'on a

(f Ag)(to) = f'(to) A g(to) + f(to) A g'(to)
On dit que f A g est le produit vectoriel de f par g.

Démonstration. Exercice. O

2.2 Intégration

2.2 Définition. Soit J un intervalle de R et soit f : J — R? une application continue
dont les composantes sont notées fi, ..., f;. Soient , 3 € J. Alors I'intégrale de a &

B de f, notée
B
J f(t)dt

p p B
ff(t)dtz(J fl(t)dt,...,J fq(t)dt)

2.3 Proposition. Soit J un intervalle de R et soient f et g des applications continues
de J dans R1. Soient a,f3, A € J. Alors :

1.

est définie par

p B
J (Af)(t)dt =xf f(t)dt

B B B
J (f +g)(t)dt=f f(t)+J g(t)dt

p p
ff(t)dt sf I£]| (e

otl ||.|| est une norme arbitraire sur R9.

3. Sia<f,ona

Démonstration. Immédiat pour le 1 et le 2. On admet le 3. O

2.3 Définition. Soit J un intervalle de R et soit f : J — R%. On appelle primitive
de f toute application F : J — R? dérivable et telle que F' = f. Supposons que f
admette une primitive G. Alors les autres primitives de f sont les applications de
J dans RY de la forme G + a ol a est un vecteur constant arbitrairement fixé dans
RI. Si ty € J et si x, € RY il existe une et une seule primitive de f prenant la valeur
Xo en ty.
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2.1 Théoreme. Soit J un intervalle de R et soit f : J — RY continue. Soit t, € J.
Alors :

1. Lapplication t — f : f(w)du est une (la) primitive de f nulle en t,. Pour cette
0
raison, on désigne souvent par f f (w)du une primitive quelconque de f.
2. Soit F une primitive quelconque de f. Alors pour tous a,f3 € J,

B
J f(o)dt =F(p) - F(a)

Démonstration. 11 suffit de considérer les composantes de f. O

2.4 Proposition (Formule du changement de variable). Soit J un intervalle de R et
soit f : J — RY une application continue. Soit I un intervalle et soit ¢ : I — R une
application continiiment dérivable telle que ¢(1) C J. Alors

1. Ona
(J f(t)dt) o= J(f 0 ¢)(w)¢'(w)du

donc
2. Sia,pelona

o) p
J f()de = f (f o )Wo' (w)du
o(a) a

Démonstration. 11 suffit de considérer les composantes de f. O

2.3 Formule de Taylor

2.2 Théoréme (Formule de Taylor a 'ordre n). Soit J un intervalle de R et soit
f :J— R? n fois dérivable. Soit t, € J. Alors pour tout t €J, on a

(¢~ ) p
——f"(to) (2.1)
+... (2.2)
wf(nfl)(t )+ [ ﬂf(”)(u)du (2.3)
(n—1)! 0 , (=1 :
Démonstration. 1l suffit de considérer les composantes fi, ..., f; de f. O

2.1 Corollaire (Inégalité de Taylor). Notations de 2.2. Munissons RY d’'une norme
quelconque ||.||. Alors

M= sup {[F0w}

u entre tg et t

est fini et 'on a

[t —tol"
n!

HGE Z =) g <

Démonstration. Exercice. O
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2.4 Généralisation

On peut introduire les notions considérées en 2.1, 2.2, et en 2.3 en remplagant
R? par un espace de Banach quelconque ; les propriétés énoncées restent vraies.



Chapitre 3

Calcul différentiel

3.1 Dérivées partielles

3.1 Définitions. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R? une application.
1. Soita €U.Onaa =(ay,...,aq,). Soiti € N; et soit

Ui = {xi € IR/(alﬁ ceey ai—laxi’ ai+1’ ey ap) S U}

Soit enfin f; : U; — RY la i¢ application partielle associée a f en a (cf. 1.13).
Comme U est un ouvert de R?, U; est un ouvert de R ; de plus a; € U;.

Si f; est dérivable en a;, f/(a;) est appelée la dérivée partielle (premiere) de
f par rapport a x; en a et est notée :—j;(a) ou f;l_ (a).

. Si %(a) existe pour tout a € U, 'application de U dans R? qui a tout a

associe %(a) est notée % ou f/ etestappelée la (fonction) dérivée partielle

(premiere) de f par rapport a x; sur U.

. .2 . a
On écrit aussi « %(xl, ..., Xxp) sur U» au lieu de « 9 sur U ».
i

dx;
. .. * of
. Soient i,j € Np. Supposons que e

3> . . :
o ;x ou f/ et est appelée une dérivée partielle seconde
jOXi jXi
... 0% 2% f 7
de f sur U. Si j =1, ;—— se note el ou fxf‘

Jji

. o d
existe sur U, ainsi que 2 —f) Alors
Ox; ~ 9x;

2 (9f ;
axj(axi) est noté

Par récurrence, on définit les dérivées partielles d’ordre n sur U (si elles
existent). Par définition,

anf B 0 an—lf
ox; ...0x; B ox; \ 9x;  ...0xj

W 1

. On dit que f est de classe C° sur U si f est continue. Soit n € N*, on dit que
f est de classe C" sur U si f admet sur U des dérivées partielles d’ordre n
continues. On dit que f est de classe C* sur U si f est de classe C" sur U
pour tout n € N.

Remarque. Les énoncés concernant les dérivées de fonctions vectorielles d’'une va-
riable réelle donnés en 2.1 et 2.2 permettent d’obtenir des énoncés concernant les
dérivées partielles des fonctions vectorielles d’'une variable vectorielle.

26
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Par exemple, si U est un ouvert de R? et si f et g sont deux applications de U
dans R? telles que ﬂ(a) et (a) existent pour un certain a € U, alors

a(r
( £+ug)( )
X
existe et 'on a
O(Mf +ug) of
— ()_7‘3_(“)+“a_(a) (A, pER)

On en déduit, en raisonnant par récurrence sur n, que si f et g sont de classe
C"sur U, Af +pg est aussi de classe C" sur U.

3.1 Théoréme (Schwarz). Soit U un ouvert de RP et soit f : U — R? une application.

Soit a € U. On suppose que ai ;x et - ;x_ existent sur U et sont continues en a. Alors
ona: 52 ' )
o°f o°f
5 (@)= (a)
X;0x; Ox;0x;

Démonstration. On peut supposerq =1, p=2,i=1etj=2.0naa = (a;,a,).
Soit z > O tel que [a; —2, a; +2] X [a,—%, a,+2] C U. Soit (hy, hy) € [—2,2] X [—2,2]
avec h; # 0 et h, # 0. Posons

u=f(a; +hy,ay+hy) — fla; +hy,a;) — fay, hy + ay) + f(ay,a,)

Si hy > 0 (resp. < 0), lapplication ¢ de [a,,a; + h,] (resp. [a; +hq,a;]) dans
R définie par :
9(x1) = f(x1,a5 +hy) — f(x1,a5)
est dérivable. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe donc 6; €]0, 1[

tel que
¢(a; +hy) —(a;) =hy9'(ay +6,hy)

c’est a dire tel que
af of
u=hy | z—(a; +01hy,a, + hy) — -=—(a; + 6:hy, a3)
dxq Jxq

L'application réelle définie sur le segment d’extrémités a, et a,+h, qui a x, associe

%(al + 0;h;,x,) est dérivable et donc, d’aprés le théoreme des accroissements
1

finis, il existe 6, €]0, 1[ tel que

o%*f

za X (a1 + elhl,az + ezhz)

=hh
Par symétrie, 3y, v, €10, 1[ tels que

2
u=hhy——

ax (al +v1hy, a5 +v2h,)
x,0

11 en résulte que
2 2

0,h 0,h,) =
8x28x1(a1+ 1h1, a3+ 63h3) ox.0%,

(ay +v1hy, a3 + v2hy)
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Le membre de gauche (resp. de droite) de cette égalité tend vers a a (al,az)

(resp. %(al,az)) lorsque (hy,h,) — (0,0) dans U avec h; # 0 et h, ;é 0 car

3
s gx (resp. ax a ) est continue en (a;,a,). On a donc
o%f o f
—8x28x1 (a1,a5) = —axlaxz (a1,a;)

3.1.1 Conséquences

Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R? une application de classe C" sur U.
On verra que f est de classe C", Vr < n. D’aprés 3.1 on a donc

onf B onf
dx; Ox;

Jomy * axju(l)

ox;

Jnttt J1

pour toute permutation ¢ de {1,...,n} (rappelons que si ¢ est un produit fini de
transpositions de {1,...,n}).
La dérivée partielle d’ordre n de f sur U la plus générale peut donc s’écrire :

onf
d%x,...00x

aveci; z0eti;+---+1i,=n.

3.2 Différentiabilité

3.2 Définition. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R une application. Soit
a € U. Posons U, = {h e R? /(a + h) € U} (U, est un ouvert de R? qui contient 0).
1. On dit que f est différentiable en a si %(a) existe pouri =1,...,p etsil'on
a 13
@+ -f@-32 h @
lIAll

lim
h—0
heu,\{0}

ot h=(hy,...,h,).
Il est équivalent de dire que —(a) existe pour i = 1,...,p et quil existe

g: U, — R? tel que lim p—o s(h) =0 et tel que Vh € U, 'on ait :
heu,\{0}

fla+h)= f(a)+2h g (@ F IAlle)

2. Supposons f différentiable en a. L'application linéaire de RP dans R? qui a
tout h = (hy,...,h,) € RP associe ZP h; af (a) est alors notée df, et est
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appelée la différentielle de f en a. Pour tout i € {1,...,p}, soitdx; : R?P - R
I'application linéaire définie par :

dx;(h) =h;

avec h=(hq,...,h,). On a alors
b af
dfy(h) = dx(h)5-(a) (heR)
i=1 i

(o1 2
ce que 'on écrit brievement d f, = le a—f:_(a)dxl-.

3. Soient fi,..., f, les composantes de f. Supposons f différentiable au point
a; ce qui équivaut bien slir a supposer que fi,..., f, sont différentiables en
a. Notons que les composantes de df, sont alors (dfi)g;. .., (dfg)q-

Munissons R? et R? de leurs bases canoniques respectives. La matrice de df,

est alors
h Ki%
o, (a) ... o, a) o
. . i
: : = =—(a
ar af, (8x]~( ))1s1sq
—L —4 1<j<
P (a) ... axp(a) jsp

Cette matrice de .#,,(R) est appelée la matrice jacobienne de f en a; elle
est notée Js(a). Si ¢ = p, detJ¢(a) est appelé le jacobien de f en a, noté

aussi
D(fl"":fp)
D(x1,...,%,)

Remarque. Les notions introduites en 3.2 ne dépendent pas des normes choisies
sur R? et sur RY.

(a)

3.1 Proposition. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — RY. Soit a € U. Supposons
qu’il existe une application linéaire L : RP — RY et une application € : U, — R telles
que

fla+h)= f(a)+L() + [Ihll (h)

pour touth€ U, et lim p—o ¢€(h)=0. Alors f est différentiable en a et L= df,.
heu,\{0}

Démonstration. 1l suffit de vérifier que g—f(a) existent pour i = 1,...,p et que pour
tout h = (hq,...,h,) €RP l'ona

b af
L(h) =) hiz—(a)

ce qui est élémentaire. O

3.2 Proposition. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R? une application. Soit
a € U. Supposons f différentiable en a. Alors f est continue en a.
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Démonstration. Pour tout h € U, on a

fla+h) = f(a)+dfy(h)+ |kl e(h)

avec € : U, — RY telle que lim o €(h) = 0. Comme l'application linéaire df, :
heU,\{0}

RP — R? est continue (voir 1.23), on a lim p—o f(a+h) = f(a) et donc f est
heU,\{0}

continue en a. O

3.3 Proposition. Soit U un ouvert de R? et soient f et g deux applications de U
dans R? différentiables en un point donné a € U. Soient A, € R. Alors Af + ug est
différentiable en a et U'on a

d(Af +ug), =Adf, +udg,

Démonstration. Pour tout h€ U, on a

fla+h)=f(a)+df,(h)+ [kl e (h)

et
gla+h) = g(a)+gg.(h) +||g| e2(h)

avec g; : U, — RY telle que lim o €;(h) =0,i=1,2. Posons ¢ = Ag; + pne,. On

heu,\{0}
ae:U, —» Rl telle que lim p—o €(h)=0, etpour touth< U, on a
heU,\{0}
(Af +ug)la+h)=(Af +ug)la) + (Adf, +udg,)(h) + Al e(h)
Pour conclure, il suffit d’appliquer 3.1. O

3.3 Définition. Soit U un ouvert de RP et soit f : U — R une application diffé-
rentiable en un point donné a € U. Le vecteur (%(a), e, %(a)) € RP est appelé
1

P
gradient de f en a et noté (grad f )(a). Cest I'unique vecteur de R” tel que pour
tout h = (hy,...h,) € R? l'on ait

df,(h) = (grad f )a)h (produit scalaire)

3.4 Proposition. Soit U un ouvert R? et soit f : U— R? une application. On suppose
of

que - existent sur U prou i = 1,...,p. Soit a € U. On suppose que les dérivées
partielles 5_)); sont continues en a pour i =1,...,p. Alors f est différentiable en a.

Démonstration. On peut supposer que ¢ = 1 (cf. 3.2). On a a = (ay,...,a,). Soit
m > 0tel que [a; —m,a;+m] x---X[a,—n,a,+n] C U. Pour touth = (hy,...,h,) €
[-m,n],ona

p

f(a+h)_f(a):Z(f(a1+h1,...,ai+hi,ai+1,...,ap)

i=1
—flay +hy,...,q +hiq,q;,..0,a,))

En appliquant le théoreme des accroissements finis sur le segment d’extrémités a;
et a; + h; a 'application qui a x; associe

flaythy,...,aq; +hig,x,a4,...,a,)
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on obtient

p af
flath)=fla)= hiz —(ar+hy, .y +hig, @+ 0k, 6, 0ap) (B.1)
i=1 i

avec 6; €]0,1[, i = 1,...,p. En utilisant (3.1) et la continuité de % en a (pour
i=1,...,p) onvoit que l'on a

e+t —f@-30 hi@|

lim 0
o I
€U, \{0}
en prenant (par exemple) ||h|| = max;cy- |h;]. O
P

3.4 Définitions. Soit U un ouvert de R” et soit f : U — R une application.

1. On dit que f est différentiable sur U si f est différentiable en tout point de
U. Lapplication de U dans £ (RP,R?) qui a tout a de U associe df, est alors
notée df et est appelée I'application différentielle de f. On écrit

L)
df(xl,...,xp)=Zi(x1,...,xp)

sur U, ou encore

2. Si f est de classe C! sur U, alors d’aprés 3.4 f est différentiable sur U. Les
applications de U dans R? de classe C! sur U sont dites contintiment différen-
tiables sur U. Plus généralement, on dira que les applications de U dans R?
de classe C" sur U sont n fois contintiment différentiables sur U (n € N).

3. Si f est de classe C" sur U (n € N*), alors f est de classe C°,C!,...,C" ! sur
U. (cf. 3.4 et 3.2).

3.3 Composition

3.5 Proposition. Soit U un ouvert de R? et soit f : U — R? une application. Soit V
un ouvert de RY tel que f(U) C V et soit g : V— R" une application. Soit a € U. On
suppose que f est différentiable en a et que g Uest en f (a). Alors :

1. gof est différentiable en a et l'on a

d(g Of)a = d(g)f(a) ° dfa
2. OnalJg.s(a) =J,(f(a))I(a) (produit de matrices).

Démonstration. 1. Pour tout h€ Uy, on a

fla+h)=f(a)+df,(h)+ [kl e (h)

avec g; : U, — R telle que limhe;{r\%o} €,(h) = 0. Posons b = f(a). Pour tout

a

kev,ona
8(b+k)=g(b)+dgy(k) + Ikl e5(k)
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avec €, : Vj —» R" telle que lim x—o €,(k)=0.0na
kev,\{0}

(gof)a+h)=(gof)a)+(dgyodf,)(h)+[hlle5(h)

pour tout h € U, en posant :

e3(h) = dgy(e:(h)) + dea ) +&1(h)|| ex(dfo () + Ikl €, (R)

IIhII

H fo ||h||)

pour tout h € U, \ {0} (voir 1.5).

Comme lim o €;(h) =0, on a g;(h) < 1 pour ||h|| assez petit et stricte-
heu,\{0}

ment positif. On a donc

11 existe M > O tel que

dea ||h||)+81(h) <M+1

pour ||h|| > O assez petit. On voit alors facilement en utilisant le fait que df,

et dg;, sont continues que lim o €3(h) =0. On conclut en utilisant 3.1.
heU,\{0}

2. Conséquence du 1.
O

3.1 Corollaire. On reprend les notations de 3.5. Soient f, ..., f, les composantes de

f et soient g4,...,g, celles de g. Alors la i¢ coordonnée de %(a) est
j

q
98;

2.5, ))—( )

k=1
pour i €N et j GN;.
Démonstration. 11 suffit de considérer I'égalité matricielle

Jgor (@) = J, (f ()} (a)
O

3.2 Corollaire. Notations de 3.5 et 3.1. Pour simplifier; supposons que n =1 (pour n
quelconque, on applique ce qui suit a chacune des composantes g;o f de go f). Posons
b= f(a). Alors on a

q ag
1= 2, 5, (I,

)
(dfida = a—f"(a)dx

og
d(gof),= a_(f (@)(dfi)q
k=1 7Yk
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Démonstration. Conséquence de 3.1. O

3.3 Corollaire. Reprenons les notations de 3.5. Supposons f de classe C™ sur Uet g
de classe C™ sur V. Alors g o f est de classe C™ sur U.

Démonstration. Conséquence de 3.1. O

dx—xd
YEXXD sur

3.6 Proposition. 1. On a d(xy) = xdy + ydx sur R? et d(f) -

R x R*.

2. Soit U un ouvert de RP et soit a € U. Soient f et g des applications de U dans
R différentiables en a. Alors :

(a) f g est différentiable en a et d(f g), = f(a)dg, + g(a)df,.
(b) Supposons que g ne prenne pas la valeur 0 sur U. Alors ’é est différentiable

enaet
d(i) _ g(a)dfe — fla)dg,
g (g(a))?

Démonstration. 1. Immédiat.
2. (a) Soit ¢ : U — R? définie par ¢p(x) = (f(x), g(x)) et soit 6 : R> —» R
définie par O(u,v) =uv.Ona fg =0 o ¢. Appliquons 3.2. On a
df,,) =vau +udv

donc d(f g), = g(a)df, + f(a)dg,.
(b) Exercice.

3.4 Fonctions implicites

On admet le théoréme suivant, connu sous le nom de théoréme des fonctions
implicites.

3.2 Théoréme. Soit U un ouvert de RP™! et soit f : U — R une application de
classe Ct. Soita € U. Ona a = (a,...,ap,,ap41). Supposons que f(a) = 0 et que
af
9xpi1
que:

(a) # 0. Alors il existe des réels Qy,..., 0y, Oy q tOUs strictement positifs tels

1. Pour tous x; €]a; — oy,a; + a;[, ..., x, €la, — a,,a, + a,[, léquation en
f(xla’-~:xp’xp+l):0 (8)

admet une solution et une seule dans Ja, 1 — 0ty 41,ap4q + 0ppq [

2. Lapplication
¢:lag —ag,ap ag[x---X]a, —ay,a, +a,[>R

. o .
quia (xy,...,Xp, Xp4q) associe lunique solution de (g) dans ]a, 1 —Ap4q, Appr+
o, [ est de classe C.
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3. Ona
2
3¢( ) a—)’;(xl,...,xp,up(xl,...,xp))
(X)) =——
ox; aX:H(xl,...,xp,kp(xl,...,x )
. *
IENP.

3.5 Formules des accroissements finis et de Taylor

3.5 Définitions. 1. Soient a, b € RP. On appelle segment de [a, b] de R? d’en-
semble des x € R? de la forme

x=(0—-Aa+Ab
ou€([0,1].
2. Une partie A de RP est dite convexe si pour tous a,b € A, on a [a, b] C A.

3.3 Théoréme (Formule des accroissements finis). Soit U un ouvert de RP et soit
f U — R une application différentiable sur U. Soit x = (x1,...,Xx,) € U et soit
h=(hy,...,h,) €R? tel que [x,x +h] C U. Alors il existe un réel 6 €]0, 1[ tel que

p af
Flx+h)—flx)= Zhia(x +6h)
i=1 t

Démonstration. Soit g : [0,1] — RP définie par g(t) = x + th. On a g([0,1]) =
[x,x+h] C U. Lapplication f og : [0,1] — R est dérivable ; il existe donc 6 €]0, 1[

tel que
(f 0g)(1) = (f 2g)(0)
1-0

=(fog)(®)
Autrement dit, tel que

flx+h) —fx)=(f 2g)(6)
D’aprés 3.1,

of dg;
ox

p
(f 0g)(®) =D, = (8(8))—(8)
i=1

1

ou gj,...,&p sont les composantes de g. Le résultat est alors immédiat car

of _of
8_xi(g(e)) = a_xi(x +0h)

et q
&i
dt() i

O
3.6 Définition. Soit U un ouvert de R?. On dit que U est connexe si pour tous a, b €
U, il existe une suite finie x4,...,x, € U telle que x; = a, x, = b et [x;,x;.,] CU

(i=1,...,n=1).
Si U est convexe, alors U est connexe.
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3.7 Proposition. Soit U un ouvert connexe de RP et soit f : U — R? une application
différentiable. Alors f est constante sur U si et seulement si sa différentielle df sur
U est nulle (autrement dit, si et seulement si on a) g—i(xl, . ..,xp) = 0 sur U pour
i=1,...,p.
Démonstration. La condition est bien s{ir nécessaire. Montrons qu’elle est suffi-
sante. On peut supposer que q = 1.

1. Soient x,y € U tels que [x, y] € U. D’aprés 3.3, il existe 6 €]0, 1[ tel que

b af
fO) =)= him—(x+6h)
i=1 t

en posant h =y — x = (hy,...,h,). On a :—J’: =0sur U, doncon a f(x) =

f).

2. Soient a,b € U. Soient x1,...,x, € U tels que x; = a, x, = b et [x;,x;;1] €
U. D’apres 1, on a f(x;) = f(x;4;) pour tout i = 1,...,n—1, dott f(a) =
f(b).

O

3.4 Théoréme (Formule de Taylor). Soit U un ouvert de RP et soit f : U — R une
application de classe C" sur U. Soit x = (x1,...,x,) € Uet soit h=(hy,...,h,) €RP
tel que [x,x + h] C U. Alors il existe © €]0, 1 tel que

£ O+ R =F 0+ () + o 1SCa]E

[SC)1n 1 + z [S(x + 6h)] ™

+...+
(n—1) n!
ol

p af
S(a) =;hia—xi(a)

et ott [S(a)]™ se développe comme le polynéme

tout terme X;'X5? ... X," étant remplacé par

ak
U

ap
dxyt...0x,

@y,...,0, sont des entiers compris entre 0 et k et tels que Zle a; =k.

Démonstration. Soit g : [0,1] — RP définie par g(t) = x + th. On a g([0,1]) =
[x,x + h] c U. Dapplication f o g : [0,1] — R est de classe C". Il existe donc
0 €]0,1[ tel que

1
(f o g)D) =(f 0 g)0)+(f ©8) (0)+ - (f © 8)"(0)
1

n!

(f o) D(0) + —(f © £)™(6)

(n—1)
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En utilisant 3.1 de maniére répétitive, on voit que

(f 0 )W() = [S(g(eN]™

pour k=1,...,n.
Ceci se vérifie en procédant par récurrence sur k, en utilisant la formule de
Leibniz. O

3.4 Corollaire. Soit U un ouvert de RP et soit f : U — R une application de classe
C" sur U. Soit a € U. Alors pour tout h€ U, on a

[S(@]" " + [|R||" e(h)

3 1 (2], ...
flath)=fa)+8(a)+ 5 [S@I +-+ =5

ol ,
S of
S0 =2 5, (@

et ¢ :U, — R est telle que lim p—o ¢(h)=0.
heU, \{0}

3.6 Extremums des fonctions a valeurs réelles

Dans tout 3.6, U est un ouvert de R?, f : U — R est une application et a est un
élément de U.

3.7 Définitions. On dit que a est un maximum (resp. minimum) relatif de f s’il
existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C U et tel que si x € B(a,r) alors on a f(x) <
f(a) (resp. =).

On dit que a est un extremum relatif de f si a est un maximum relatif ou un
minimum relatif de f.

Si les inégalités précédentes sont strictes (pour x 7# a) on parle de maximum
(resp. minimum, resp. extremum) relatif strict.

3.8 Proposition. Supposons que a soit un extremum relatif de f. Alors, si %(a)

existe, on a :—j:(a) =O0pouri=1,...,p.
En particulier; si f est différentiable en a, on a df, = 0.

Démonstration. Immédiat. O
Remarque. Si f est différentiable en a, et si df, = 0, on dit que a est un point
critique de f.

3.6.1 Condition suffisante pour que a soit un extremum relatif

Supposons que f soit de classe C? sur U. Soit q, : RP — R définie par :

of of
(@2 D hih ()

i
<o, 90y,

p
Golhy, .., hy) =D h
i=1

Posons h = (hy,...,h,). On dit que q, est positive (resp. négative) si q,(h) = 0
(resp. q,(h) < 0) pour tout h de RP. Si les inégalités sont strictes pour tout h non
nul, on dit que g, est positive (resp. négative) non dégénérée, ou encore que q, est
définie positive (resp. négative).
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3.9 Proposition. Supposons que Uon ait 5—){(a) =0pourie N;. Alors :
1. Si q, est positive non dégénérée, a est un minimum relatif strict de f.

2. Si q, est négative non dégénérée, a est un maximum relatif strict de f.

3. Sl existe h,l € RP tels que q,(h) > 0 et q,(h) < 0, a n’est pas un extremum
relatif de f.

4. Si q, est positive (resp. négative) dégénérée, il y a doute.

Démonstration. Démontrons le 1. On suppose donc que q, est positive non dégé-
nérée. D’apres 3.4, on a pour tout h € U,

1
flath)—fla)=5q.()+ 111 e(h)

avec ¢ : U, — R telle que lim 5o €(h) =0. On a donc, pour tout h € U, \ {0},
heu,\{0}

Flath— fay= M, (i) IRl e(h)
2 9 \

Soit S = {u € R?/||ul]| = 1}; S est un compact de RP. Soit ¢ : S — R 'application
définie par ¢(u) = q,(u). @ est continue sur le compact S et a valeur dans R, donc
il existe u, € S tel que inf{q,(u)/u € S} = q,(uy) > 0 (cf. 1.2). Soit r un réel
strictement positif tel que si h € U, \ {0} et si ||h|| < r alors

le(h)| < —q“;”‘))

On peut supposer que B(a,r) C U. Alors si x € B(a, r), et si x # a, on a, en posant
h=x—-a: )
q.(u
fe)=f@=fla+h) - fla)= IhI* === >0

Par conséquent, a est un minimum relatif strict de f.
Aux étudiants les 2, 3 et 4. O

3.5 Corollaire. Supposons que p = 2 et que %(a) = %(a) =0. Posons r = %(a),
_ 9 _ 9 .
s= M(a) ett= a—yz(a). Alors :

1. Sis>—rt <O0etsir >0, aestun minimum relatif strict de f.
2. Sis?—rt<O0etsir <0, aest un maximum relatif strict de f.
3. Sis?—rt >0, a n'est pas un extremum de f.

4. Sis>—rt=0,ily a doute.

3.7 Difféomorphisme

3.5 Théoréme. Soient U etV des ouverts de R? et soit f : U — V bijective. On suppose
que f et f~! sont continues®. Soit a € U. On suppose que f est différentiable en a

et que df, : RP — RP est bijective (autrement dit, on suppose que % # 0 ol
Loeees P

fi,---, fp sont les composantes de f ).
Alors f =1 : V — U est différentiable en b = f(a) et d(f 1), = (df,)" "

1. On dit alors que f est un homéomorphisme de U sur V.
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Démonstration. Admis. O

3.6 Théoreme. Soient U et V deux ouverts de RP et soit f : U — V un homéomor-
phisme. Soit k € N*. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est de classe C* sur Uet f ! est de classe C* sur V. (On dit alors que f est un
Ck-difféomorphisme de U sur V).

2. f est de classe C* sur U et pour tout a € U, Uapplication linéaire df, : RP — RP
est bijective.

Démonstration. Exercice (utiliser 3.5). O

3.7 Théoreme (Théoreme d’inversion locale). Soit U un ouvert de RP et soit f :
U — RP une application de classe C*. Soit a € U. On suppose que Uapplication linéaire
df, : RP — RP est bijective. Alors il existe un voisinage ouvert U; de a inclus dans
U, et un voisinage ouvert V; de f(a) tels que « la restriction » de f a U; soit un
Cl-difféomorphisme de Uy sur V.

Démonstration. Admis. O

3.8 Théoreme. Soit k € N*. Soit U un ouvert de R® et soit f : U — RP injective et
de classe C*. On suppose que pour tout a € U, Uapplication linéaire df, : RP — RP
est bijective. Alors f(U) est un ouvert de RP et « la restriction » de f a U est un
Ck-difféomorphisme de U sur f (U).

Démonstration. Exercice (utiliser 3.7 puis 3.6). O



Chapitre 4

Calcul intégral

4.1 Forme différentielle de degré 1

4.1 Définitions. Soit U un ouvert de RP. On appelle forme différentielle (de degré
1) sur U toute application de U dans le dual (R”)* de RP. Désignons par «w une
forme différentielle sur U. Pour tout x € U, w(x) : RP — R est une forme linéaire.

1. Pour tout i € {1,...,p}, soit dx; : RP — R la forme linéaire définie par
dx;(hy,...,h,) = h;. 11 est immédiat que (dxy,...,dx,) est une base de
(RP)*. Soit P; : U — R la i¢ fonction coordonnée de « par rapport a la base
(dxy,...,dx,) de (RP)".

Pour tout x € U, on a donc par définition w(x) = le P;(x)dx;. On écrit
brievement w = Zle P;dx;. Si p = 2, on écrit souvent w = Pdx + Qdy, si
p = 3 on écrit souvent w = Pdx + Qdy + Rdz.

2. On dit que la forme différentielle sur U, w = lePidxi est de classe C*
(resp. C®) si P, : U — R est de classe C* (resp. C®) pouri=1,...,p.

Si w est de classe C°, c’est & dire si P; est continue (i = 1,...,p), on dit que
w est continue.

On note QX(U) (resp. Q°(U)) ensemble des formes différentielles de classe
ck (resp. C*®) sur U.

Exemples. Soit U un ouvert de R?. Soit f : U — R différentiable. Alors df : U —
(RP)* est une forme différentielle sur U.

4.2 Définitions. 1. Soit U un ouvert de R? et soit w une forme différentielle
sur U. On dit que w est exacte sur U s'il existe une application f : U — R
différentiable sur U telle que df = w. On dit alors que f est une primitive de
w sur U.

2. Soit U un ouvert de R? et soit «w une forme différentielle de classe C! sur U.
Onaw= Zle P;dx;. On dit que w est fermée sur U si, pour tous i,j € N;;,
on a

op, 0P

dx;  dx;

4.1 Proposition. Soit U un ouvert de RP et soit w une forme différentielle de classe
C! sur U. On suppose que w est exacte sur U. Alors w est fermée sur U.

39
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Démonstration. On a w = Zle P;dx;. Soit f : U — R une primitive de w sur U.

Soient i, j €N,. OnaP; = ox, etP; = ax," On a donc
op;  o*f o*f 0P,

8_x]- B O0x;0x; B Ox;0x; B B_Jcl
O

4.3 Définition. Soit U un ouvert de RP. Soit a € U. On dit que U est étoilé par
rapport a a si 'on a [a, x] € U pour tout x € U.
On dit que U est étoilé si U est étoilé par rapport & au moins I'un de ses points.
Notons que I'on a U convexe = U est étoilé = U connexe.

4.1 Théoreme (Poincaré). Soit U un ouvert étoilé de R? et soit w une forme diffé-

rentielle de classe C' sur U. Alors w est exacte sur U si et seulement si w est fermée sur
U.

Démonstration. Si w est exacte sur U, w est fermée sur U d’apres 4.1.

Supposons w fermée. Montrons que w est exacte. On peut supposer, quitte a
effectuer sur U une translation, que 0 € U et que U est étoilé par rapport a 0. On a
o= Pdx,.

Soit p : U x [0,1] — R définie par

P
¢(x, t) = inpi(fx)
i=1
pour tout x = (xq,...,x,) € Uet tout t € [0, 1]. Noter que tx € [0,x] C U.
@ est continue et pour tout t € [0, 1], application partielle ¢, : U — R définie
par ¢,(x) = @(x, t) est de classe C! sur U.
Pour tout i € N;‘, ona

¢, . an
ax, (x)=P;(tx)+ ; txja—Xi(tx)

La forme différentielle w est fermée sur U, donc on a

99, . d(tP(tx)
I e

Soit f : U — R définie par f(x) = fol ¢@;(x)dt. On a
of .« _ (e
a—Xi(X)—J\0 a—Xl(X)dt
= [tP,(tx)],
=P;(x)
[

4.2 Proposition. Soit U un ouvert connexe de RP et soit w une forme différentielle
exacte sur U. Soit f une primitive de w sur U. Soit g : U — R. Alors g est une primitive
de w sur U si et seulement si f — g est une application constante sur U.

Démonstration. Conséquence de 3.7 et 3.3. O
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4.2 Intégrales curvilignes

4.4 Définitions. On appelle chemin de R? de classe C! par morceaux toute applica-
tion y : [a, b] — RP ayant la propriété suivante : il existe a,, ..., a, € [a, b] tels que
ag=a,a,=>b,ay<a; <---<a, etlarestriction de y a [a;,a;,;] est continliment
dérivable pour i =0,...,n — 1. Notons que Yy est nécessairement continue.

On dit que y([a, b]) est le support de ¥y, et que y(a) (resp. y(b)) est l'origine
(resp. l'extrémité) de vy. Si y(a) = y(b) on dit que y est fermé.

4.5 Définition. Soit U un ouvert de R et soit w = > _ P;dx; une forme diffé-
rentielle continue sur U. Soit v : [a,b] — R? un chemin de RP de classe C! par
morceaux tel que y([a, b]) C U.

On appelle intégrale curviligne de w le long de y le nombre réel noté f‘{ o défini
par :

J@:ZJ | < w(y(O), Y (t) > dt 4.1)
).

ol < w(y(t)),y'(t) > est la valeur de la forme linéaire w(y(t)) en y/(t), et ol
a=ay<a;- - <a,=b estune subdivision de [a, b] adaptée a y comme en 4.4. Il
n’y a pas unicité d’'une telle subdivision, mais toutes donnent la méme valeur.

Remarques. 1. Reprenons les notations de 4.5 et désignons par yy,...,Y, les
composantes de y. On a

[eFERY Qi1 p
f < o(y(0),y'(t) >dt zf (ZPj(Yl(t),.--,Yp(t))Y}(t)) dt
a, j=1

i a;

2. Le second membre de I’égalité (4.1) est en fait

b
f < w(t),y'(t)>dt

4.3 Proposition. Notations de 4.5. Soit ¢ € [a, b]. Soient vy, la restriction de y a
[a,c], y.p la restriction de y a [c,b] et v, , =Y. Alors on a

o=l el e

Démonstration. Immédiat. O

4.2 Théoreme. Soit U un ouvert de RP et soit w une forme différentielle exacte
continue sur U. Soit v : [a,b] — RP un chemin de RP de classe C' par morceaux
tel que y([a,b]) C U. Soit A = y(a) (resp. B = y(b)) lorigine (resp. Uextrémité) de
y. Soit f une primitive de w sur U. Alors on a

Jw=f(B)—f(A)
Y
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Démonstration. On peut supposer que y est de classe C'. On a alors
b
f w =f <o(y(6),y'(t) >dt
Y a
b
= J de(t)(Y/(t))dt

b
=J (f oy)(t)dt

=(fov)(b) = (f ov)(a)
=f®B)-f(A)

4.1 Corollaire. Méme notation qu’en 4.2. On suppose y fermé. Alors on a

Jcozo
v

4.4 Proposition. Soit U un ouvert de RP et soit y un chemin de RP de classe C!
par morceaux dont le support est inclus dans U. Alors si w, et w, sont des formes
différentielles continues sur U, et si 1,05 €R, ona

f(alwl‘l‘azwz):(hf@l“‘azf@z
¥ ¥ ¥

Démonstration. Immédiat. O

4.5 Proposition. Soient v, : [a;,b;] = RP et v, : [ay, by,] — RP deux chemins de R?
de classe C! par morceaux. On suppose qu'il existe une bijection 0 : [ay, b;] — [ay, b,]
telle que © et 0~ soient continiiment dérivables.

On dit alors que vy, et v, sont équivalents. Notons que v, et y, ont alors le méme
support.

Soit U un ouvert de RP contenant le support de y, et Y, et soit w une forme
différentielle continue sur U. Alors :

1. Si O est croissante, on dit alors que y; et vy, ont la méme orientation, et on a

Y1 Y2

2. Si 0 est décroissante, on dit alors que y; et Y, ont des orientations opposées, et

ona
J f
Y1 Y2

Remarques. Notations précédentes (4.5).
1. 6 est toujours croissante ou décroissante.
2. Soit y] : [ay, b;] — RP définie par y] (t) = yi(a; + by — t). Alors y; et y]
sont des chemins équivalents de R? de classe C! par morceaux. Ils ont des
orientations opposées.
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4.6 Proposition. Soit y; : [a;, b;] — RP un chemin de R? de classe C' par morceaux
(i=1,...,n). On suppose que Uon a v;(a;) = v;_1(b;_1), (i =2,...,n). Soit [a,b]

un segment de R et soit oy, A, ..., 0, une suite dans [a, b] telle que a = oy < -+ <

a, = b. Alors il existe y : [a, b] — RP de classe C! par morceaux tel que Yi[oy 0] SO
équivalent a y; avec méme orientation (i =1,...,n).

Un tel chemin ([a, b], ) est appelé une juxtaposition de ([a;, b11,71), - - -» ([an> D], Yr)-

Notons que Uon obtiendra toutes les juxtapositions de ([a;, b11,71), - -+ ([an> bpls Yn)

en prenant tous les chemins de classe C' par morceaux qui sont équivalents, avec méme
orientation, a l'une de ces juxtapositions arbitrairement choisie.

Démonstration. Exercice. O

4.3 Théoréme. Soit U un ouvert connexe de RP et soit w une forme différentielle
continue sur U. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. w est une forme différentielle exacte sur U.

2. Ona fY w = 0 pour tout chemin fermé y de RP de classe C' par morceaux a
support inclus dans U.

Démonstration. (1) = (2). Voir 4.1.
(2) = (1). Il résulte de (2) que si deux chemins y; et y, de R? de classe ct par
morceaux a support inclus dans U ont d'une part la méme origine et d’autre part la

méme extremité, on a
K
Y1 Y2
(utiliser 4.6 et 4.3).

D’autre part, si x, y € U, il existe au moins un chemin y de R? de classe C! par
morceaux a support inclus dans U, dont l'origine est x et dont I'extremité est y.

En effet, comme U est connexe, il existe une suite finie u,...,u, dans U telle
que u; = x,u, =y et [u;,u;4,] CUpour (i =1,...,n—1). Soit y; : [0,1] — R?
définie par y;(t) = (1 — t)u; + tu; 4. Alors y; est continiment dérivable et son
support est [u;,u;,1] € Upouri = 1,...,n — 1. On obtiendra y en juxtaposant
Y1i>--->Yn_1 comme indiqué en 4.6.

Soit u un point fixé dans U (arbitrairement). Soit f : U — R définie par f(x) =

o ol y est un chemin quelconque de classe C! par morceaux a support inclus
dans U, dont u est l'origine et dont x est 'extrémité.

Onaw= le P,dx; (i =1,...,p). Montrons que l'on a :—){i = P;. Comme P;
est continue, il en résultera d’une part que f est de classe C!, donc différentiable
sur U, et d’autre part que df = w.

Soit a = (as,...,a,) € U. Montrons que s—i(a) = P;(a). Pour tout h # 0 (réel),
posons xj, = (ay,...,a;_1, A4k, Ai11, - - A, ). Pour |h| assez petit (ce que 'on suppo-
sera), on a [a,x;] C U.

On voit facilement que f(x;) — f(a) est égal a 'intégrale de w le long de n'im-

porte quel chemin de classe C! par morceaux a support inclus dans U, dont a est
l'origine et x;, 'extrémité. On a donc en particulier

f(xh)—f(a)=f w

Yh
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ol vy : [0,1] — R? est définie par y,(t) = (1 — t)a + tx;,. Notons que y,([0,1]) =
[a,x,] € U. On a par conséquent

donc

1

f(xh) _f(a) = J Pi(aly' --:aifbai + th: ai+1" . '7ap)hdt

0

xp)— f(a
W = Pi(al: cees @i, 0 + rhh’ ai+11 s ,Clp)
ou r, € [0,1]. Il en résulte que
of [l — fa)
8_xi(a) = }111_1)1(1) — - P;(a)
h#0

O

4.6 Définition. Soit U un ouvert de RP et soit V : U — R? continue (on dit que
V est un champ de vecteurs continu sur U). On a V = (Pl,...,Pp). Posons w =
le P,dx;. Soit vy : [a,b] — RP un chemin de R? de classe C! par morceaux a
support inclus dans U.
On appelle intégrale curviligne (ou circulation) de V le long de v le réel f e

4.3

Mesure

4.3.1 Préliminaires

1.

On pose [0,+00] = R, U {+00} ot +00 désigne un point fixé qui n’est pas
dans R,. On étend a [0, +00] les opérations algébriques sur R, de la maniére
suivante : pour tout x € R,

(+00) + (+00) = x + (+00) = (+00) + x = +00

(+00) X (H+00) =x X (+00) =(+00) X x =400 six >0
(+00) x0=0x (+00)=0

. On étend a [0,+00] l'ordre usuel sur R, en posant 0 < x < 400 pour tout

x € [0,400]. C’est une relation d’ordre total sur R, . Toute partie de [0, +00]
non vide admet une borne supérieure.

. Soit (x,)ey une suite dans [0, 4+00]. Soit x € R,.. On dit que (x,),cn admet

x (resp. +00) comme limite si pour tout réel € > 0 (resp. pour tout réel
A > 0)ona |xn —x} < ¢ (resp. x, > A) sauf pour un nombre fini de n.
On écrit alors lim,_,, o x, = x (resp. lim,_, o x, = +00). Si (x,)mey €st
croissante (resp. décroissante), on a lim,_, ., x, = sup{x,/n € N} (resp.
lim,_,, o x, =inf{x,/n € N}).

4.7 Définitions. 1. Une tribu de parties de RP est un sous ensemble .« de

P (RP) tel que :
(a) De .o
(b) SiAe .o, (pAc o.

(©) Si(A,)ney est une suite d’éléments de .7, alors | | _ A, € o

neN
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2. Considérons toutes les tribus sur RP qui contiennent I'ensemble des ouverts
de R? (il en existe au moins une : 2 (R?)). Leur intersection est notée %B(R?);
c’est la plus petite tribu sur RP contenant tous les ouverts de R?. On dit que
B (IRP) est la tribu borélienne sur RP. Les éléments de %B(RP) sont appelés
les boréliens de B(RP). Notons que les parties de R” que 'on rencontre en
pratique sont toutes des boréliens.

4.4 Théoréme. Il existe une et une seule application m, : B(RF) — [0, +o0] telle
que :
1. my(@)=0

2. Pour toute suite (A,) ey d’éléments de B(RP) deux a deux disjoints, on a

+00
m,(|JA) =D m,(Aa,)
neN n=0

3. Pour toute partie B de RP de la forme [a;,bi] X -+ X [a,, b,] avec a; < b;
(i=1,...,p),ona

m,(B)=(b; —a;) x---x (b, —a,)

4.8 Définition. On dit que m,, est la mesure de Borel sur RP (ou sur %(RP?)). Pour
tout A € %B(RF), m,(A) est appelé la mesure de A.

Sip =1 (resp. p = 2, resp. p = 3), m,(A) est aussi appelé la longueur (resp.
laire, resp. le volume) de A.

4.4 Applications boréliennes

4.9 Définition. Soit f : RP — R (resp. f : R? — [0,+00]). On dit que f est
borélienne si pour tout a € R (resp. a €R,),ona

{xeRP/a < f(x)} € B(RP)

Signalons que les applications de R? dans R (resp. dans [0, +00]) rencontrées en
pratique sont boréliennes.

4.7 Proposition. Soit f : R? — R une application continue. Alors f est borélienne.

Démonstration. Pour tout a € R, f~!(]a, +oo[) est I'image réciproque d’'un ouvert
de R par une application continue, donc un ouvert de RP, donc un borélien de
RP. O

4.8 Proposition. Soient f et g des applications boréliennes de RP dans R (resp.
dans [0,+00]) et soit o € R (resp. a € [0,+00]). Alors |f|, af, f + g et fg sont
boréliennes.

Démonstration. Exercice. O

4.9 Proposition. Soit (f,) ey une suite d’applications boréliennes de R? dans R (resp.
dans [0,+00]) et soit f : RP — R (resp. — [0, +00]). On suppose que la suite (f,)pen
converge simplement vers f, c’est d dire que lim,,_,, o, f,(x) = f(x) pour tout x € RP.
Alors f est borélienne.
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4.10 Proposition. Soit f : RP — [0, +00] borélienne. Alors il existe une suite (s, )pen
d’applications boréliennes de R? dans R telle que l'on a :

1. s,(x) < spqp1(x) pour tout x € RP (n € N).

2. lim,_, o s,(x) = f(x) pour tout x € RP.

3. 5,(RP) est une partie finie de R .
Remarques. Pour toute partie A de R?, soit 1, I'indicatrice de A, c’est a dire 'appli-
cation de R? dans R (ou dans [0, +00]) définie par 1,(x)=1six € Aet 1,(x)=0

si x € RP \ A. On voit facilement que s : RP — R est borélienne et telle que s(R?)
soit finie si et seuleent §'il existe A, ..., A, € B(RP) et a,,...,q, € R, tels que

n
S = E ailAi
i=1

Noter que si A C R?, alors A est un borélien de R? si et seulement si 1, est boré-
lienne.

4.5 Intégrale d’une fonction borélienne positive ou
nulle

Notation. On note .#, (R?, 8(RP)) 'ensemble des applications boréliennes de R?
dans [0, +00].

4.5 Théoreme. Il existe une et une seule application ® : 4, (RP, B(RP)) — [0, +00]
telle que :

1. Va€R,, Vf € 4, (R, B(R?)), &(af) = ad(f)

2. Vf,g €M, (R, B(RP)), &(f +g)=&(f) +2(g)

3. Si(fy)nen est une suite d’éléments de . (RP, B(RP)) telle que f,(x) < fr11(x)
pour tout x € RP et tout n € N, alors la suite croissante (®(f,))peny admet
®(lim,, f,) comme limite.

4. VA€ B(RP), 8(1,) = m,(A).

4.10 Définition. Soit A un borélien de R, et soit f : A — [0,+00]. Soit f : RP —
[0, +00] définie par

f(x) pour x €A

f(x)={ 0 pour x e RP\A

On dit que f est borélienne sur A si f est borélienne. Supposons f borélienne sur
A. Alors ®(f) est noté fAfdmp ou bien

f---ff(xl,...,xp)dxl...dxp
A

\—V—/
p fois

et est appelé I'intégrale p-uple de f sur A. Si p =1 (resp. p = 2, resp. p = 3) on
parle de l'intégraple simple (resp. double, resp. triple) de f sur A.
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4.11 Proposition. Soit A un borélien de RP et soient f,g deux applications boré-
liennes de A dans [0, +00]. Alors :

1. OnafA(f+g)dmp=fAfdmp+ngdmp

2. Pour tout a € R, onaanfdmpzoLfAfdmp

3. Sif<g,onaf fdmpsf gdm,

4. SiB,Ce B(RP)etsiBNC =40, onafBUcfdmpszfdmp+fcfdmp

5. Si f est nulle sur A, on a fAfdmp = 0. Plus généralement, si
m, (x € A/f(x) #0}) =0

ona fAfdmp = 0. En particulier; si m,(A) = 0, alors fAfdmp -0

4.6 T_héoréme (Fudini). Soit A un borélien de R? et soit f : A — [0,400] borélienne.
Soit f : RP — [0, +00] définie comme ci-dessus. Alors :

1. Sip=2,0na

J fx1,x5)dx dx, ZJ )T(xl,xz)dxldxz
A R?

:J. (f JT(Xbxz)dxl) dx;,

Pour des raisons de commodité, on peut écrire

f dxzf fJ?(Xbxz)dxl
R R

ff f(xq, %5, x3)dx1dxydxs = Jf F(Xl,XZ,XB)dxldXZdX:g
A R3

= ff (j ]T(xl,xz,xS)dxl) dxydx,
=f (J (f f(xl,xz,xg)dxl) dxz) dx,

:f dxsf dxzf f(x1, x5, x3)dxy
3. De maniére générale, on a
J j_‘(xl,...,xp)dxl...dxp
RP

J...Jf(xl,...,xp)dxl.,,dxp:J...
A
f J (J f(XI’ h p)dXI) dxz d
RP-1
=fd%fdx fpr.xmm
R

2. Sip=3,ona
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Remarques. 1. Pour tout (xy,...,X,) € RP~1, Papplication x; — f(x1,. cXp)
R — [0, 400] est borélienne. De méme, I'application

(xg,.+5Xp) —>J J?(xl,...,xp)dx1
R

est borélienne.

2. Sip=1,si A= [a,b] (a < b) etsif est continue, fAf(xl)dxl définie en
4.6 n’est autre que F(b) — F(a), ou F est une primitive de f sur [a, b].

3. Compte tenu de 4.6, le calcul des intégrales multiples se ramene de proche
en proche a des calculs d’intégrales simples (qui se rameénent eux-mémes, en
général, a des calculs de primitives).

4. Dans 4.6, on peut « intervertir » les intégrations. Autrement dit, pour toute
bijection o : {1,...,p} — {1,...,p},ona:

ff flx1,eexp)dxy .. dx,
A

ZJ dxc(p)f dxc(p_l)...f F(xl,...,xp)dxc(l)
R R R

5. En utilisant le 3 et le 4 de 4.6, on obtient des formules diverses. Par exemple,

ona
ff flx1,eexp)dxy ... dx,
A

:f (f ]T(xl,...,xp)dxz...dxp) dx;
R \JRre-1

J---Jf(xl,...,x )dx;...dx,

A

:f (J ]T(xl,...,xp)dxqﬂ...dxp)dxl...dxq
RY RP—4

Exemple. Soit A le trianle de R? défini par les inégalités x; > 1, x, > 1 et x;+x, <

4. Calculons
1
——dx,dx
JJA (o +x)t T2

On doit intégrer sur R? P'application borélienne égale a

On a aussi

1
(o1 +x,)*
a 0si (x7,x,) € R?\ A. Fixons x; et intégrons par rapport a x,. Si x; ¢ [1,3], la
fonction a intégrer est nulle, donc l'intégrale est nulle. Si x € [1,3], la fonction a
intégrer est égale a m pour x, € [1,4 —x;],eta 0six, ¢ [1,4—x;].On a
donc

3 4—x, 1
I= dx ——dx
L ! (L (1 +x5)* 2)

si (x1,x5) € A et
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Pour tout x; € [1,3], on a

4—X1 1 dx _ (X1+X2)_3 47x1
1 (o +x,)* 2 -3 1

B 1 1
C 30k 4+1)2 192

. 3( 1 1)d
— ) 86 +17 1920

1 1 3

- {—6()(1 +12 @xl} 1
1
~ a8

On a donc

Exercice. Soit A le huitiéme de boule de R® défini par x; = 0, x, = 0, x3 = 0, et
x2 4 x% +x2 < 1. Calculer

I= JJJ X1XZX3dX1dX2dX3
A

4.12 Proposition. Soient a,b € R avec a < b. Soient , et @, des applications
boréliennes de [a, b] dans R telles que @, < @,. Soit A le borélien de R* défini par

Réponse : [ = E

A={(x1,x,) €R*/x; € [a, b] et p1(x5) < x5 < y(x1)}

Alors pour toute application borélienne f : A — [0,+00], on a

¢2(x1)
JJ flxqg +xp)dx dx, = f dx1f Fxy,x3)dxy
1(x1)

Démonstration. Immédiat d’apres 4.6. O

4.6 Calcul de m,(A)

Soit A un borélien de R?. On a

m,(A) = J 1pdm,
RP

d’apres 4.5. Compte tenu de 4.6 et 4.5, on peut calculer m,(A) par des intégrations
successives.

Exercice. Soient a;,a,,as des réels > 0. Soit

2 2

3 X X
A:{(Xl,X2,X3)€]R /_2+_+
a

2 o x
2
1 9

3
3
—2$1
as

Calculer le volume m3(A) du borélien A de R3.
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4.7 Changement de variables

4.7 Théoreme. Soient U et V des ouverts de R? et soit ¢ : U — V une bijection de
classe C telle que @ et @~ soient de classe C' (i est donc un C!-difféomorphisme
du U sur V). Soit A : U — R lapplication qui a tout x € U associe le jacobien de
@ en x (A est continue). Alors pour toute application borélienne f : V. — [0, 400],
Uapplication f o : U — [0,+00] est borélienne et l'on a

J fdm, =f(f o) x |Aldm,
\% 8)

Exemple (Passage en coordonnées polaires). Soit U= {(0,r) € R?/—nm <0 <
m,r > 0}. Soit D = {(x1,0)/x; € R,x; < 0} et soit V= R2\D (U et V sont
des ouverts de R?). Soit ¢ : U — V le C!-difféomorphisme défini par @(0,r) =
(rcosB,rsin®). Pour tout x € U, le jacobien de ¢ en x est —r. D’aprés 4.7, pour
toute application borélienne f : R? — [0, +oo0],

ff fxq,x5)dxqdx, = JJ f(xq1,x5)dx,dx, car my(D)=0
R? \%

= Jf f(rcosO,rsin®)rdddr
U

Exercice. En utilisant 4.7, montrer que I'on a

y2_ 42
JJ e T2 dx;dx, =T
RZ

4.8 Intégrale d’une fonction borélienne quelconque

Notation. On note Z*(RP, (RP)) I'ensemble des applications boréliennes f de
RP dans R telles que fRP |f |[dm, < +oo (|f|:RP — [0, +oo[ est borélienne).

4.8 Théoréme. Soient f,g € L (RP, B(RP)) et soient a,p € R. Alors
af +pg € L1 (R?, B(RP))

Comme la fonction réelle nulle sur RP appartient bien stir a £*(RP, (RP)), on voit
que £ (RP, B(RP)) est un espace vectoriel sur R.

4.9 Théoréme. Il existe une et une seule application I : Z*(RP, B(RP)) — R telle
que :

1. I(af +Bg) = al(f) +BI(g), Vf,g € L(RP, B(RP)), Va,B € R. Autrement
dit, 1 est linéaire.

2. Sif € L1 (RP, BRP)) etsi f >0, alors I(f) = [, fdm, (= ®(f) en 4.5).
4.11 Définition. Soit A un borélien de R” et soit f : A — R une application. Soit
f : RP — R définie par
flx)sixeA

f(x):{ 0'six €RP\A
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On dit que f est borélienne si f Test. On dit que f est intégrable sur A si A€
L1(RP, B(RP)). Supposons f intégrale sur A; alors I(f) est appelé l'intégrale p-
uple de f sur A. I(f) est notée
J fdm,
A

J---Jf(xl,...,xp)dxl...dxp
A

Sip =1 (resp. p = 2, resp. p = 3), on parle de l'intégrale simple (resp. double,
resp. triple) de f sur A.

ou

4.8.1 Propriétés importantes

Les énoncés donnés en 4.11, 4.6, 4.5, 4.12 et en 4.7 restent vrais si f et g sont
pris dans £ (RP, B(RP)) au lieu de ., (RP, B(RP)).

En particulier, on a le théoréme suivant qui permet de calculer des intégrales
multiples :

4.10 Théoréme. Soit A un borélien de RP et soit f : A — R intégrable. Soit f
Uapplication associée a f comme en 4.11. Alors on a

J‘...Jf(xl’_,,,xp)dxl...dxsz“'J ,F(xp---,xp)dxl”'dxp
A RP
ZJJ U f(xl,...,xp)dxl) dx,...dx,
Rr-1 \JR
:J prJ prl...f f(xl,...,xp)dxl
R R R

Remarques. 1. Pour tout (xy,...,Xx,) € RP~L, I'application de R dans R qui &

x; associe f(xy,.. .,X,) est intégrable. En fait, 'ensemble des x; € R pour
lesquels c’est réalisé est un borélien de R dont le complémentaire est de
mesure nulle.

2. On peut faire a propos de 4.10 des remarques analogues a celles faites a
propros de 4.6 en 4.5 2), 3) et 4).

4.13 Proposition. Soit A un borélien de RP et soit f : A — R une application inté-
grable. Alors |f| : A — R est intégrale et Uon a

ffdmp sJ |fldm,
A A

Remarque. Soit A un borélien de R? et soit f : A — R borélienne. Supposons qu’il
existe g : A — R intégrable telle que |f| < |g|. Alors f est intégrable. En effet, on a

ffdmp Sf gdm, < +o0
A A

On a en particulier la propriété importante suivante :
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4.14 Proposition. Soit A un borélien borné de R? et soit f : A — R une application
borélienne bornée. Alors f est intégrable.

Démonstration. Soit M > 0 (réel) tel que [f(x)| < M pour tout x € A et soit g :
A — R définie par g(x) =M pour tout x € A. On a |f| < |g| sur A. On a g = M1,
et

f gdm, =Mm,(A) < +o0
RP

car tout borélien borné de R? est de mesure finie. O

4.9 Formule de Green-Riemann

4.12 Définitions. Soit A un compact de R%. Supposons qu'il existe une suite finie
([a;, b;1,v;) (i=1,...,n). Le chemin de R? de classe C! telle que : si i # j, alors
- vilay, b; [)ﬂYJ(]a,, b;[)=0;
- U1=1 v:([a;, b;]) = Fr(A). La frontiére Fr(B) d’une partie B de R? est par
définition B N Cy2B.
— vy, est injective ou Vi 0 €St injective et v;(a;) = v;(b;);

- Si to €]a;, b;[ alors yi(ty) # 0 et il existe un voisinage ouvert V de vy;(t,)
tel que si (x,y € V) et si (x,y) « est a gauche » (resp. « a droite ») de
vi([a;, b;1) NV, alors (x,y) € A\ Fr(A) (resp. (x,y) € A).

Autrement dit, quand t décrit ]a;, b;[ en croissant, les points du plan a gauche
(resp. a droite) de 'observateur, y(t) qui sont voisins de y(t), appartiennent
a A\ Fr(A) (resp. a (A).
Dans ces conditions on dit que A est un compact simple de R? et on dit que la suite
finie ([a;, b;],v;) (1 < i < n) est un bord orienté de A. Un tel bord est noté JA.

Soit U un ouvert de R? contenant A et soit w une forme différentielle continue

sur U. L'intégrale curviligne de w le long de d A est par définition le réel noté

e

4.11 Théoréme (Green-Riemann). Soit A un compact simple de R? et soit U un
ouvert de R? contenant A. Soit v = Pdx + Qdy une forme différentielle de classe C

sur U. Alors on a
f ———dxdy f Pdx +Qdy
aA

définie par

Exemple.
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