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Chapitre 1

Structures

1.1 Relations d’équivalence et relations d’ordre

Définition 1.1. Soient A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de
A par B, et on note A x B, 'ensemble de toutes les paires ordonnées (a, b) ol
a € A et b € B. Deux paires ordonnées de A x B, (a, b) et (a’, b’) seront dites
égales si et seulementsia=a’ et b =b'.

Soient A,,...,A, n ensembles. On appelle produit cartésien de A,,...,A,
I'ensemble de tous les n-uplets ordonnés (a;,...,a,) ou Vi € N',a; €A,.

Théoreme 1.1. Si A et B sont des ensembles finis ayant respectivement m et n
éléments, alors A X B a mn éléments.

Démonstration. Désignons par a,...,qa,, les éléments de A et par by,...,b,
ceux de B. Alors :

AxB={(a,b))/ieN;,jeN:}
Nous pouvons ranger tous ces éléments dans un tableau de m lignes et n
colonnes :

(ay,b1)(ay, by)... (a5, by)
(ay, by)(ay, by)...(ay, by)

(am’ bl)(amJ bZ) s (am7 bn)

Chaque ligne posséde n éléments, donc le tableau est constitué de m lignes
ayant chacune n éléments. Au total il y a donc mn éléments dans le tableau,
c’est a dire dans A x B. O

Remarque. Si pour tout i € N7, A; posséde n; éléments alors A; X --- X A, en
possede n; X -+ X ny.
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Définition 1.2. Soient A,,...,A, des ensembles non vides, n € N*. On appelle
relation n-aire sur la suite de domaines A,,...,A,, toute partie R du produit
cartésien A} X -+ X A,.

Lorsque A; = A, =---=A, = A on dit que R est une relation n-aire sur A.
Remarques.

1. Une relation unaire (n = 1) sur A s’identifie a une partie de A. Par
exemple : N* est une relation unaire sur Z.

2. Lorsque n = 2 on parle de relation binaire et au lieu de noter (a;,a,) €R,
on note a;Ra,.

Exemple. Considérons les trois ensembles suivants :

— Jour = {lundi, mardi, ..., dimanche}
— Heure ={0,1,...,23}
— Mois = {janvier, février, ..., décembre}

La relation OUVERTURE_MAGASIN définie sur Jour X Heure X Mois par
(j,h,m) € OUVERTURE_MAGASIN si et seulement si :

j € {lundi, mardi, ..., samedi}
9<h<17
m € Mois| ) Cyo;s {2008}

est une relation ternaire.

Définition 1.3. Soient A un ensemble non vide et .« ’'ensemble des relations
binaires sur 'ensemble A :

1. Si Z € ./, on appelle complément de 2 et on note Z la relation binaire
définie sur A par :

Vx eA,VyeA (x,Y)ER < (x,y)¢ R

2. SiSe ./ etT € .o, on appelle somme (ou union) de S et de T la relation
binaire sur A notée S + T définie par :

(x,y)€S+T < (x,y)€eSUT

3. SiSe .o etT e .o, on appelle produit (ou intersection) de S et de T la
relation binaire sur A notée S.T et définie par :

(x,y)€S.T < (x,y)eSNT
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Théoréme 1.2. Soient A un ensemble non vide, R, S et T des relations binaires
sur A. Alors :

R+S=S+R

R.S=SR
(R+S)+T=R+(S+T)
(R.S).T =R.(S.T)
R+(S.T)=(R+S)(R+T)
R(S+T)=R.S+R.T
R+0=R

RA%?=R

R+R=A2

RR=10

VX NN A LN

~
<

Démonstration. Aux étudiants. O

Définition 1.4. Soit A un ensemble non vide et R une relation binaire sur A.

1. On dit que R est réflexive si et seulement si

VxeA xRx
2. On dit que R est symétrique si et seulement si
VxeA VyeA xRy—=— yRx
3. On dit que R est antisymétrique si et seulement si
VxeAVyeA (xRyetyRx)=—x=y
4. On dit que R est transitive si et seulement si
VxeAVyeAVzeA (xRyetyRz)— xRz

Remarque. Les propriétés de symétrie et d’antisymétrie ne sont pas opposées.
L'égalité sur un ensemble A est a la fois symétrique et antisymétrique. C’est la
seule relation binaire (avec ses restrictions) qui vérifie cette propriété.

Définition 1.5. Une relation binaire R sur un ensemble non vide A est une
relation d’équivalence si et seulement si R est a la fois réflexive, symétrique et
transitive.
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Définition 1.6. Soient R une relation d’équivalence définie sur un ensemble
non vide A et x un élément quelconque de A.

On appelle classe d’équivalence de x, et on note cl(x) (ou X, X ou [x]g)
I'ensemble des éléments y de A tels que xRy (ou yRx puisque R est symé-
trique). On dit, lorsqu’il est nécessaire de préciser la relation R, classe d’équi-
valence par rapport a R, ou encore classe d’équivalence modulo R (dans ce cas
on note x =y mod R).

On appelle ensemble quotient de A par R 'ensemble des classes d’équiva-
lences distinctes modulo R.

Exemples.

1. A=N xRy <& x+ y estpair:

- Vx €N x4 x = 2x est pair donc xRx,

- Vx,y €N xRy = x+ y est pair donc y + x est pair également d’ou
yRx,

- Vx,y,z € N si xRy et yRz alors x + y est pair et y 4+ z est pair,
x+y+y+zestpair dou x +z+ 2y — 2y est encore pair donc x +z
est pair d’'ou xRz.

Quelle est la classe d’équivalence de 2008 ?

[2008] = clz(2008) = 2N
Quelle est la classe d’équivalence de 2009 ?
[2009]g =1+ 2N
Quel est 'ensemble quotient N/R ?
N/R = {2N, 1 + 2N} = {cl(2008), c1(2009)}

2. A=NetxRy < x=y?
— 2 €N mais 2 # 22 donc 2 R2 et R n’est pas réflexive
2e€N,4 €N on a4R2 mais 2 R4

4,16,256 € N on a 4R16 et 16R256 mais 4 R256

3. A={0,1} et xRy < x =y?

— 0=0%et 1 =12 donc R est réflexive
D’apres ce qui précéde R est symétrique
— De méme R est transitive
D’otui R est une relation d’équivalence sur A.

A/R={{0}, {1}}
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Théoreme 1.3. Soient A un ensemble non vide et R une relation d’équivalence
surA:

1. Sicl(x) est la classe d’équivalence d’'un élément x quelconque de A, cl(x) #

0.

2. Si cl(x) et cl(y) sont deux classes d’équivalences distinctes de A/R, alors
elles sont disjointes :

cd(x)#cd(y)=cx)ncl(y)=0

3. A=,y clx).

Démonstration.
1. R étant réflexive, xRx donc x € cl(x) et cl(x) # 0

2. Supposons cl(x) # cl(y) cest a dire : soit il y a un g de cl(x) qui n’est
pas dans cl(y), soit il y a un t € cl(y) qui n’est pas dans cl(x). Suppo-
sons qu’il existe u € cl(x) N cl(y) et que nous soyons dans la premiére
situation : alors z et u sont dans cl(x) donc zRu. Or u € cl(y) donc uRy.
Par transitivité zRy et z € cl(y) ce qui est contraire a ’hypothese. Un
raisonnement analogue appliqué a la seconde situation mene également
a une contradiction.

Notre hypothése est donc fausse et son contraire est vrai. D’ot cl(x) N
cl(y)=0.

3. Soit x un élément quelconque de A. Alors x € cl(x) et x € UXGA cl(x)
donc A C |, cl(x). Réciproquement, si x € |, cl(x), alors x € A car
VxeA cl(x)SA. DonclJ, ,cl(x) S A. Dou légalité.

]

Définition 1.7. On considére un ensemble non vide A et (B;);¢; une famille de
parties de A telles que :

1. Viel B;#0

2. VieLVjel i#j=B,NB;=0

3. UigBi=A
Une telle famille de parties d'un ensemble s’appelle une partition de cet en-
semble.
Théoreme 1.4.

1. Soit A un ensemble non vide et R une relation d’équivalence sur A. Les
classes d’équivalence distinctes modulo R forment une partition de A.
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2. Soit A un ensemble non vide et (B;);c; une partition de A. Alors la relation
R définie sur A par :

VxeAVyeA xRy < dielLxeB,;ety€B;
est une relation d’équivalence sur A.

Démonstration.

1. C’est une reformulation du théoreme 1.3.

2. Soit x un élément quelconque de A. (B;);o forme une partition de A
donc Ji €I, x € B,. Alors xRx et R est réflexive.
Soient x et y deux éléments de A tels que xRy. Alors di € I, x € B; et
y €B,. Dot y € B, et x € B; et yRx. R est symétrique.
Soient x, y et z dans A tels que xRy et yRz. Alorsdi €I, x € B; et y €B,,
etdj€l,y €B;etz €B;.Doncy € B;NB;. OnaB;NB; # 0. Or les (B,) g
forment une partition de A, donc i # j = B; N B; = (. Par conséquent
B,NB; #0 =1i=j.Dou B, =B, et R est transitive.
Donc R est une relation d’équivalence sur A.

Exemples.

1. Soit Q 'ensemble des nombres rationnels et Z I'ensemble des nombres
entiers relatifs. La relation R définie sur QQ par :

Vx,y€Q xRy < x—yeZ

est une relation d’équivalence sur Q. En effet, (Q,4) est un groupe,
(Z,+) est un sous groupe distingué de (Q,+) car (Q,+) est abélien, et
nous avons vu en algebre générale que les relations sur un groupe (G, )
de la forme :

xRy & xy'e€eH

ou H est un sous groupe de G sont des relations d’équivalence compa-
tibles avec la loi de G.

2. Soit B; = [i,i + 1[C Q. Alors (B,);c; forme une partition de Q. Cette
partition correspond a une relation d’équivalence définie par :

xRy <= INT(x)=INT(y)

ol INT(x) est le plus grand entier inférieur ou égal a x. Les classes sont
les (B;)iez-
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3. Soit S une relation binaire réflexive et transitive sur un ensemble non
vide A. Alors la relation R définie sur A par :

xRy <= xSy et ySx

est une relation d’équivalence sur A. Examinons un exemple précis.

On considere 7 étudiants de diverses universités francaises pouvant com-
muniquer par I'intermédiaire d’'un réseau informatique. Certains peuvent
se contacter directement, et d’autres pas. Ces contacts s’opérant par la
connaissance de 'adresse électronique de celui a qui on destine le mes-
sage. Représentons par une matrice la relation T définie par :

xTy &< Xx # y et x peut envoyer un message directement a y

X, Xy X3 X4 X5 Xg Xy
x;, 0 1 0 0 1 0 O
X, 0 0 1 1 0 0 1
X3 0 0 0 0 0 0 O
x, 0 1.1 0 0 0 1
xs 1 0 0 1 0 0 0
Xs 0 0 0 0 1 0 0
x,, 0 1.0 1 0 0 0

sur la ligne de x; les 1 correspondent aux étudiants a qui x; peut envoyer
un message.

On définit a présent S par :

xSy <= (x =y)ou (x # y et x peut envoyer un message a y

directement, ou par plusieurs intermédiaires)

Alors S est réflexive et transitive. Si on définit R a présent comme suit,
on obtient une relation d’équivalence :

(xRy) < (x =y)ou (x # y et aussi bien x que y peut entrer
en contact avec I'autre, soit directement
soit par un nombre fini d’intermédiaire)

Pour déterminer les classes d’équivalences, nous allons utiliser un graphe
orienté. x; — x; signifiant que x; peut contacter directement x;.
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N

%, 7
Qx7 NS
VA
“ \x Xg
RN

U

Les classes d’équivalence sont caractérisées par les circuits fermés :
{x25 X4, x7}7 {x6}: {xlﬁ xS}; {XB}

Définition 1.8. Soit R une relation binaire sur un ensemble non vide A. On
dit que R est une relation d’ordre sur A, ou encore un ordre partiel sur A si et
seulement si :

1. R est réflexive,
2. R est antisymétrique,
3. R est transitive.

Si de plus, deux éléments quelconques x et y de A sont tels que xRy ou yRx,
on dit que R est un ordre total. Tous les éléments de A sont ainsi comparables
deux a deux. On dit aussi dans ce cas que R est une chaine, et que A est
totalement ordonné.

Exemples.

1. (,<)

2. (#(E), <)

3. (N5 )

4. George et Cathy se marient et ont deux enfants : Jeanne et Robert.
Quelques années plus tard, George disparait mystérieusement, et Cathy
se remarie avec Jean peu de temps apres. Tres vite ils ont des jumeaux :
Clarisse et Henri. Peu apres, Jeanne épouse Alain et un bébé Lucie leur
arrive un an apres. Robert devient moine et ne créera donc pas de fa-
mille. Clarisse, elle, épouse Olivier et cette union est récompensée par
'arrivée du petit Cédric.

La relation « étre la méme personne ou étre 'ancétre de » est une relation
d’ordre sur {George, Cathy, Jean, Clarisse, Henri, Jeanne, Robert, Olivier,
Cédric}. Son diagramme de Hasse est le suivant :
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Cédric

Lucie Ol1v1er Clarlsse Henri

/ \
Alain Jeanne Robert

George Cathy Jean

Théoréme 1.5. Soit R une relation d’ordre sur un ensemble non vide A. Alors la
relation R™! définie sur A par :

Vx,y €A xR 'y < yRx
est aussi un ordre sur A.

Démonstration. Soit x € A, xRx = xR 'x et R™! est réflexive.

Vx,y €A, xRy et yR™!x = yRx et xRy. Comme R est antisymétrique,
x = y et R™! est antisymétrique.

Vx,y,z €A, xRy et yR™'z = yRx et zRy d’ol1, comme R est transitive,
zRx et donc xR™'z. Donc R™! est transitive.

R™! est une relation d’ordre sur A. O

Définition 1.9. Soient (A, <) un ensemble ordonné et B une partie de A.

— On dit que x € A est un minorantde Bsi Vy€B x <y

— On dit que x € A est un majorantde BsiVyeB y <x

— On appelle borne inférieure de B (ou infimum de B), le plus grand des
minorants de B s’il existe. On le note inf(B).

— On appelle borne supérieure de B (ou supremum de B), le plus petit des
majorants de B s’il existe. On le note sup(B).

— On dit que 'élément m de B est un élément minimal de B, si :

Vx€B x<m=>x=m
— On dit que I'élément M de B est un élément maximal de B, si :
Vx€B MS<x=>M=x
— On dit que I'élément p de B est 'élément minimum de B (ou le plus petit

élément de B) si :
VxeB u<x

On le note min(B).
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— On dit que I'élément v de B est I’élément maximum de B (ou le plus
grand élément de B) si :

VxeB x<wv

On le note max(B).
— On dit que I'él1ément x de A est un élément prédécesseur de ’élément y
de Asi:
x#y,x<yetVz€A x<zouz<y

— On dit que I'élément x de A est un élément successeur de 'élément y de
Asi: B B
x#Zy,y<xetVzeA y<zouz<x
Théoréme 1.6. Soient (A,R) et (B, S) deux ensembles ordonnés.
1. La relation T définie sur le produit cartésien A X B par :
(a,b)T(c,d) < (aRc et bSd)
est une relation d’ordre sur A X B appellée ordre produit.
2. La relation L définie sur le produit cartésien A X B par :
(a,b)L(c,d) < [(a#cetaRc)ou(a=cetbSd)]
est une relation d’ordre sur A X B appelée ordre lexicographique.
Démonstration.

1. Soit (a, b) un élément quelconque de A x B.

R est réflexive donc aRa
S est réflexive donc bSb

c’est a dire (a, b)T(a, b).
Supposons que (a, b)T(c,d) et (c,d)T(a, b). Alors :

(aRc et bSd) et (cRa et dSb)

} = aRa et bSb

d’oti (aRc et cRa) et (bSd et dSb). R et S étant antisymétriques, on a
a=cetb=d.
Supposons que l'on ait (a, b)T(c,d) et (c,d)T(e, f). Alors :
(aRc et bSd) et (cRe et dSf)
d’ou :
(aRc et cRe) et (bSd et dSf)

R et S étant transitives, on en déduit que aRe et bSf, c’est a dire :
(a,b)T(e, f).

T est bien une relation d’ordre.
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2. Soit (a, b) un élément quelconque de A x B. S étant réflexive, ona a = a
et bSb d’ou (a, b)L(a, b) et L est réflexive.

Soient (a, b) et (c,d) deux éléments de A x B tels que (a, b)L(c,d) et
(c,d)L(a, b). Alors :

[(a#cetaRc)ou(a=cetbSd)]
et [(c#aetcRa)ou(c=aetdSh)]

— sia # c alors aRc et cRa. Comme R est antisymétrique a = c. Absurde.
— a =c alors bSd et dSbh. Comme S est antisymétrique b = d.

Dot (a, b) = (c,d) et L est antisymétrique.

Soient (a, b),(c,d) et (f, g) tels que :

(a,b)L(c,d) et (c,d)L(f, g)
Alors :

[(a #cetaRc)ou(a=cetbSd)]
et [(c#f etcRf)ou(c=f etdSg)]

— sia =c alors bSd, et si a = f alors dSg d’ou bSg et (a, b)L(f, g). Si
a # f onaaRf et (a,b)L(f, g).

— a # c alors aRc : si ¢ = f alors aRf et (a,b)L(f,g). Sic # f, cRf
donc aRf et (a, b)L(f, g).

Donc L est transitive et est une relation d’ordre sur A X B.

O

Remarque. Lordre lexicographique s’étend sans problemes a un produit carté-
sien de n ensembles ordonnés A,,...,A,.Ona:

(a1:a2>"':an) < (b1:b2:"'zbn)

si et seulement si 'une des conditions suivantes est satisfaite :
1. a; <b;
2. (ay =by) et(a; < b,)
3. (a; =Dby) et (a; = by) et (az < by)

n. (a; =b;)et(a,=by)et... et(a,_; =>b,_,)et(a,<b,).
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Exemple. L'ordre du dictionnaire. Soit A = {a, b, ..., z} I'alphabet habituel et
A" 'ensemble des n-uplets de lettres de I'alphabet. Si le n-uplet (a, x, y, ..., k)
est réecrit axy ...k on obtient bien un mot de n lettres.

L'ordre lexicographique sur A" est simplement I'ordre alphabétique : pour
n=>5on abien :

mille < pelle
malle < mille
<

trace

Considérons A* = UHGN A" : C’est 'ensemble de tous les mots (suite finie
de symboles) que l'on peut former avec I'alphabet A. A l'aide d’une loi de
composition interne nommée « concaténation » on peut définir un ordre sur
A

siu,veEA" u<v < IweAuw=v

A Taide de cet ordre partiel, on peut définir sur A* un ordre total < par :

usv
usxv &< { w,u,v' € A%, Ix,y € A tels que
u=wxu',v=wyv,x Zyetx<y

On reconnait la 'ordre du dictionnaire.

Définition 1.10. Soient (A, <;) et (A,, <,) deux ensembles ordonnés. On ap-
pelle morphisme d’ordre entre A, et A, toute application f de A; dans A, telle
que :

VxeAVyeA x<;y <= f()<f(y)

On appelle aussi ces morphismes des « fonctions croissantes ». On appelle iso-
morphisme d’ordre entre (A;, <;) et (A,, <,) tout morphisme d’ordre bijectif.
On appelle type d’ordre la classe de tous les ensembles ordonnés isomorphes
a un méme ensemble ordonné.

Définition 1.11. Soit (A, <) un ensemble ordonné. On dit que (A, <) est un
treillis si pour toute paire {a, b} d’éléments de A il existe inf{a, b} et sup{a, b}.

Notation. Dans un treillis (A, <), inf{a, b} se note a A b et sup{a, b} se note
aVb.

Exemples.

1. SiE est un ensemble non vide, (#(E), C) est un treillis :

VA,BE#(E) AVB=AUB AAB=ANB
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2. Soit D,, 'ensemble des diviseurs de 24 dans N ordonnés par la relation
« a divise b » :

Va,beD,, aVb=ppcm(a,b) et aAb=pgcd(a,b)

3. Soit E = {0, A, B, AB} I'ensemble des groupes sanguins ordonné par la
relation « x peut donner du sang a y ». C’est un treillis :

x Ay : le groupe donneura x eta y
x V y : le groupe receveur de x et de y

On peut associer un diagramme de Hasse a chaque treillis :

24

/\

8

| |
E = {a, b} 4?6 /AB
/ \

{a} 2 3 A \B
. / \ / NS
] (0]

(P#(E),C) (D24, )

4. Tout ensemble totalement ordonné est un treillis :
aV b=max(a,b) et aAb=min(a,b)

Définition 1.12. Soit B une partie d’un treillis (A, <). On dit que B est un sous
treillis de A si et seulement si, pour tous x et y de B, x A y et x V y sont dans
B.

Remarque. Toute partie dun treillis qui est elle méme un treillis pour la restric-
tion de l'ordre du treillis, n’est pas forcément un sous treillis du treillis initial.

Exemple.

1

\
/C\b /C\b /1\b
NN N

(A <) B={a,b,c,0} C={l,a,b,0}



CHAPITRE 1. STRUCTURES 15

(A, <) est un treillis, B est un treillis et un sous treillis de A, et C est un treillis
mais pas un sous treillis de A.
Définition 1.13.

1. Soient (A;, <;) et (A,, <,) deux treillis. On dit qu’une fonction f de A,
dans A, est un A-morphisme si :

VxeA,VyeA, fxAy)=FfO)Af(y)
2. On dit que f est un V-morphime si :
VxeA,VyeA, flxvy)=Ff()Vf(y)

3. On dira que f est un morphisme de treillis si f est a la fois un A-
morphisme et un V-morphisme. Si de plus f est bijective, on parle d’iso-
morphisme de treillis.

Remarque. Un morphisme de treillis est un morphisme d’ordre, mais la réci-
proque est fausse.

Théoreme 1.7. Soient (A, <) et (A,, <,) deux ensembles ordonnés de méme
type. Si l'un est un treillis, il en est de méme de Uautre et les deux treillis sont
isomorphes.

Démonstration. Par hypothese, il existe une bijection f de A; dans A, telle
que :
VxeA,VyeA x<y=>f(x)<f(y)

On peut faire la preuve en supposant que A, est le treillis sans diminuer sa
généralité.

A, étant un treillis, x et y étant deux éléments de A;, x A y existe. Nous
allons montrer que f(x) A f(y) existe et que f(x Ay) = f(x)A f(y).

1. f(x Ay) est un minorant de {f(x), f(y)} :

XAy 3 x=>f(xAy) <, f(x)
XAy < y=fxAy)<, f(y)

2. Soit m un minorant de la partie {f (x), f(y)} dans A,. Alors m <, f(x)
et m <, f(y). f étant bijective, m admet un antécédent dans A;, z et
f(z) = m. Alors z <; x (sinon m = f(z) > f(x), contraire a I'hypo-
thése), et z <; y. D’ou z est un minorant de {x,y} doncz < x Ay (qui
est le plus grand des minorants). D’ott :

fE)< f(xAY)
m<, f(xAy)

Donc f(x A y) est le plus grand des minorants de {f(x), f(y)}.
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On montre de méme que f(x Vy)=f(x)V f(y). O

Définition 1.14. Soit (A, <) un treillis.

1. On dit que (A, <) est borné s’il admet un plus petit et un plus grand
élément (généralement on les note O et 1).

2. On dit que (A, <) est complet si toute partie non vide de A admet une
borne supérieure et une borne inférieure dans A.

3. Si (A, <) est un treillis borné et a € A, on dit que a’ est un complément
deasiana’=0etava =1.

4. On dit que (A, <) est un treillis complémenté si chaque élément de A
posseéde un complément.

Définition 1.15. Soit (A, <) un ensemble ordonné.

1. On dit que A satisfait a la condition de chalne ascendante, ou encore
que A est noetherien, si toute suite ordonnée a; < a, <---<a, < ...
d’éléments de A est stationnaire a partir d’un certain rang :

* — — — —
JkeN aq=q,,==a,=...

2. On dit que A satisfait a la condition de chaine descendante, ou encore
que A est artinien si toute suite ordonnée a; = a, = -+ = q, = ...
d’éléments de A est stationnaire a partir d’'un certain rang :

* — — — —
dkeN aq=q,=-=a,=...

Théoréme 1.8.

1. Soit (A, <) un ensemble noetherien. Alors toute partie non vide de A admet
au moins un élément maximal.

2. Soit (A, <) un ensemble artinien. Alors toute partie non vide de A admet
au moins un élément minimal.

Démonstration.

1. Soient B une partie non vide de A et a; un élément de B.

— si a; est maximal, c’est fini. Sinon, il existe a, € B tel que a; < a, et
a, # a,.

— Si a, est maximal, c’est fini. Sinon, il existe a; € Btel que a; < a, < a,
et a, # a; # a;.

Au bout d’'un nombre fini d’'opérations de ce type, on aboutit a un élé-

ment maximal dans B, sinon B, donc A, contiendrait une suite infinie

strictement croissante et A ne serait pas noetherien.
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2. Aux étudiants.
O

Remarque. Si (A, <) est un ensemble ordonné tel que toute partie non vide
possede un élément maximal, alors A est noetherien : s’il ne I’était pas, il
contiendrait une suite infinie croissante, donc une partie sans élément maxi-
mal.

De méme, si toute partie non vide de A contient un élément minimal, A est
artinien.

Exemples.
1. (N,|) est artinien mais pas noetherien.

2. Si E est un ensemble infini, (% (E), €) n’est ni noetherien, ni artinien.
Théoreme 1.9. Tout treillis a la fois noetherien et artinien est complet.

Démonstration. Soit (T, <) un treillis noetherien et artinien. Montrons que A,
partie non vide quelconque de T, possede une borne inférieure.

Soit a, un élément de A. Si a, est un minorant de A, alors a, est un mini-
mum de A et inf(A) = a,. Sinon, il existe a; € A tel que a; Aay, < a, : si a; Aq,
est un minorant de A, alors inf(A) = a; A a, car tout minorant y de A vérifie
y<agyety <a donconay < a Aay dou a; A q, est le plus grand des
minorants de A. Sinon, si a; A a, n’est pas un minorant de A, il existe a, € A
tel que ay Aa; Aa, < agAa; <ag....Aétant artinien, ce procédé aboutit en
un nombre fini d’étapes, mettant en évidence inf(A).

Une démonstration analogue nous donne sup(A). m

Théoreme 1.10. Tout treillis fini est complet.

Démonstration. Soit T = {ay,...,a,} un treillis. Soit A = {ail,...,aik une
partie non vide de T. Alors :

inf(A) =a; ANa;, A+ ANa,
sup(A)=a; Va;, V---Va,

Définition 1.16. Soit (T, <) un treillis. On dit qu’il est modulaire si :

Vx,y,2€T x<z=>xV(yAz)=(xVy)Az
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Exemples.

1
/ \
b 1
| c 1N
a / a b c
AN N
0 0
Treillis K Treillis N

Le treillis K n’est pas modulaire, car a < b mais :

aV(cAb)=av0=a

(ave)Ab=1Ab=b
Le treillis N est modulaire : on peut tout de suite remarquer que la définition
est automatiquement vérifiée si deux des trois élément x, y,z sont égaux. De
méme si 'un des éléments est égal a 0 ou a 1. Il ne reste a vérifier que la cas
ou {x,y,z} = {a, b,c}. Or, ces éléments n’étant pas comparables, x < z sera
faux et 'implication sera vraie.
Remarques.

1. Tout sous treillis d'un treillis modulaire est modulaire.

2. Dans un treillis quelconque, I'inégalité modulaire est toujours observée :

Vx,y,2€T x<z2=>xV(yAz)<(xVy)Az

3. Les treillis N et K de 'exemple ci-dessus sont complémentés :
— Dans K, a et b sont tous deux compléments de c.
— Dans N, chacun des éléments a, b, c est complément des deux autres.

Théoréme 1.11. Un treillis (T, <) est modulaire si et seulement si quelques
soient a,b,c dans T :

[(a<b)et(aAc=DbAc)et(aVc=bVc)]=a=b
Démonstration. Supposons que a,b,c €T et que :

(a<b)et(anc=bAc)et(avc=bVc)
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Alors si T est modulaire :

a=aV(cAa)
=aV(cAb) (hypothese)
=(aVvc)ADb (T modulaire)
=(bVvc)Ab (hypothése)
=b

Réciproquement, supposons que T ne soit pas modulaire. Montrons que
I'on peut trouver dans T des éléments a, b, ¢ tels que a et b soient comparables
et distinctsetaAc=bAcetaVc=>bVc.

T n’étant pas modulaire, il existe des éléments x, y,z tels que x < z et

xV((yAz)Z(xVY)Az

D’apres la remarque 2 précédente, on a x V (y Az) < (x V y) A z. Posons
a=xV(yAz),b=(xVy)Azetc=y.Alorsona:

l.a<b
2.

anc=(xVA)D)Ay=(xV(yA2) A AZ)=(yAz)
bAc=((xVy)A2)Ay<(yAz) caryAz<y<xVy

Dot aAc = bAc.Ora < b,doncaAc < bAc.Doulégalité anc = bAc.

avVe=(xV(yAz))Vy=xVy caryAz<y<xVy
bve=((xVvy)Az)Vy < ((xVvy)rz)V(xVvy)=(xVy)

d'ottaVvc = bvc.Maisa < bdoncaVvce < bvc. D’oul'égalité avec = bVc.
O

Corollaire 1.1. Un treillis T est modulaire si et seulement si T n’admet pas de
sous treillis du type K de Uexemple plus haut.

Démonstration. Si T est modulaire, tout ses sous treillis sont modulaires ; K ne
I’étant pas, il ne peut étre isomorphe a un sous treillis de T.

Si T n’est pas modulaire, il existe a, b,c dans T telsque a < b etaAc = bAc
etaVc=D>bVc. Alors les éléments a Ac,a, b, c et b A ¢ forment un sous treillis
de T du type K. m
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Définition 1.17. Soit (T, <) un treillis. On dit que T est distributif si :

Vx,y,2€T xA(yVz)=(xAy)V(xAz) (1.1
xV(yAnz)=(xVy)A(xVz) (1.2)

Remarques.
1. On peut montrer que (1.1) = (1.2).
2. Toute chaine est un treillis distributif.

3. Tout sous treillis d’un treillis distributif est distributif.
Théoreme 1.12. Tout treillis distributif est modulaire.

Démonstration. Vx,y,z € T treillis distributif. Si x < z alors :

xV(yAz)=(xVy)A(xVz) car T est distributif
=(xVYy)Az (x <2)

Exemples.
1. Pour tout ensemble E, (#Z(E), C) est un treillis distributif.
2. Le treillis K n’est ni distributif, ni modulaire.

3. N est modulaire, mais n’est pas distributif :

aAN(bVvc)=aAl=a
(anb)Vv(aAnc)=0Vv0=0

4. Les seuls treillis distributifs a cinq éléments sont :

To

Théoréme 1.13. Un treillis (T, <) est distributif si et seulement si :
Va,b,ceT [(aAc=bAc)et(aVvc=bVc)]=(a=Dhb)

Démonstration. Supposons (T, <) distributif, a, b,c quelconques dans T tels

que :
aANc=bAc et aVc=bVc
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Alors :

a=aA(avc)=aA(bVc)
=(aAb)V(anc)
=(bAa)V(bAc)
=bA(aVc)
=bA(bVc)
=b

Réciproquement, soit T un treillis tel que :
Va,b,ceT [(avc)=(bVvc)et(anc)=(bAc)]=a=0b

Remarquons que le treillis T est modulaire d’apres le théoreme 1.11. Soient
x,y,% des éléments quelconques de T. Posons :

a=((xAy)Vz)A(xVy)
b=((yAz)Vx)A(yVz)
c=Yy
Alors :
anc=((xAY)Vz)A(XVY)Ay
=((xAy)Vz)Ay cary<xVy
=(xAy)V(zAy) carx Ay <y etT modulaire

De méme, on a :
bAc=((yAz)Vx)A(yVz)Ay
=((yAz)Vx) Ay
=y Az)V(xAYy)
=aAc

D’autre part :

ave=(xAy)V(zA(xVy)Vy=bvc
D’apres 'hypothese de départ, a =b. DoncaAx =b A x.Or:
aAx=((xAy)Vy)A(xVy)Ax
=((xAy)Vz)Ax carx<xVy
=(xAy)V(zAx) carx Ay < x et T modulaire
bAx=(yVz)A((yAz2)VX)Ax
=(yVz)Ax
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Donc x A(y Vz)=(x Ay)V(xAz)etT est distributif. O

Théoreme 1.14. Un treillis est distributif s’il n’admet aucun sous treillis de type
K et aucun sous treillis de type N.

Démonstration. Si T est distributif, ses sous treillis le sont aussi; K et N ne
I’étant pas, T ne peut contenir de sous treillis de ce type.
Réciproquement, si T est non distributif, on sait qu'’il existe a, b, c tels que
aNc=bAc,avc=bVceta#hbh.
— Si a et b sont comparables, on peut mettre en évidence un sous treillis
de type K (corollaire du théoreme 1.11).
— Sia et b ne sont pas comparables, on peut montrer, en exploitant le fait
que T est modulaire, que T contient un sous treillis de type N.
O

Théoreme 1.15. Dans un treillis distributif complémenté, chaque élément pos-
sede un unique complément.

Démonstration. Sia’ et a” sont des compléments de a, alors :
ahNad’'=0=aAa’etava’ =1=avd’

Comme T est distributif, le théoréme 1.13 dit que a’ = a”. O

1.2 Graphes et arbres

Définition 1.18. Un graphe c’est un triplet ordonné (S, A, f), ou :
— S est un ensemble non vide, de cardinal fini, dont les éléments sont
appelés sommets, ou nceuds,
— A est un ensemble fini dont les éléments sont appelés arétes, ou coOtés,
ou arcs,
— f est une fonction qui a toute aréte a associe une paire non ordonnée de
sommets appelés extrémités de A.

@ B o W@ @@ O
Remarques. 1. o—— et Oﬂo sont le méme graphe.

Exemples.
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2. Les arétes peuvent se couper en des points qui ne sont pas des sommets.

3. La paire de sommets affectés a chaque aréte par f n’est pas forcément

constituée de deux sommets distincts.

Définition 1.19.

— Deux sommets d’un graphe sont dits adjacents s’ils sont extrémités d’une

méme aréte.

Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont un seul et méme
sommet.

Deux arcs sont dits paralleles s’ils ont les mémes extrémités. Un en-
semble d’arcs paralleles de mémes extrémités est appelé un arc multiple,
ou une aréte multiple.

Un graphe simple est un graphe sans boucle, ni aréte multiple.

On dit qu'un neceud est isolé s’il n’est adjacent a aucun autre sommet.

Le degré d’un nceud est le nombre d’arétes arrivant a ce nceud.

Un graphe est dit complet si deux nceuds distincts sont toujours adja-
cents quelques soient ces deux nceuds.

Un chemin du nceud n, au nceud n; est une suite n,, a,, n;, di, --.-,
N1, Qr_1, N de noeuds et d’arétes ou : Vi € N,_; n; et n;,, sont les
extrémités de a;. La longueur d’'un chemin est le nombre d’aréte qu’il
contient.

Un graphe est dit connexe si, quelque soit le couple de sommets choisis
dans le graphe, il y a toujours un chemin de I'un vers l'autre.

Un cycle, ou circuit simple, dans un graphe est un chemin qui relie un
sommet a lui méme, ou aucun arc n’apparait plus d’une fois et aucun
sommet autre que n, n'y apparait plus d’une fois.

Un graphe sans cycle est appelé acyclique.

Remarque. Un graphe acyclique est simple, mais la réciproque est fausse.
Définition 1.20. Un arbre est un graphe acyclique et connexe.

Remarque. Un arbre n’a ni arétes multiples, ni boucles.
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Exemples.

<< ]

O——=C O

/1\
(D 2) 3)

(1) et (2) sont des arbres, mais (3) est une forét.

Définition 1.21.

1. Les sommets d’'un arbre sont appelés des nceuds, et les arétes des branches.|]
Un nceud de degré 1 est appelé une feuille.
Tout nceud d’un arbre peut étre désigné par le terme « racine ».

Tout nceud autre que la racine ou qu'une feuille est un nceud de branche.

oD

Un ensemble d’arbres disjoints est appelé une forét.

Définition 1.22.

1. On dira que deux graphes G = (S,A,f) et G’ = (S§,A’,f’) sont iso-
morphes si et seulement s'il existe une bijection ¢ de S dans S’ telle
que :

Vx,y €S (x,y)eImf = (p(x),(y)) €Imf’

C’est a dire que tout couple d'images d’éléments de S correspond a une
aréte de G'.

2. Un graphe est dit planaire si et seulement s’il est isomorphe a un graphe
tracé sur un plan sans que ses arétes se coupent en dehors des sommets.

3. Soit G un graphe planaire. On appelle région planaire, ou face, de G
toute partie F du plan possédant la propriété suivante : Vx,y € F on
peut tracer une courbe allant de x a y sans traverser une aréte de G.
Une aréte d'un graphe G sera une aréte frontiére si tout segment qui la
traverse contient des points dans plus d’une face de G.

Exemples. 1. Les graphes suivants sont isomorphes :
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L == N

2. Quelque soit le choix d’'une paire parmi ces graphes, les graphes choisis
ne sont pas isomorphes.

ALTA L

Théoreme 1.16 (Théoreme d’Euler). Soit G un graphe planaire connexe ayant
s sommets et a arétes. Alors toute représentation planaire de G (dessin de G sans
croisement d’arétes hors des sommets) découpe le plan en f faces ott f = a—s+2.

Démonstration. Supposons que la relation ci-dessus ne soit pas vérifiée pour
un certain graphe planaire connexe G. Alors 'ensemble A des valeurs de a, ou
a est le nombre d’arétes d’un graphe planaire connexe pour lequel le théoreme
d’Euler n’est pas vérifié, n’est pas vide. A C N, A # 0 donc A possede un plus
petit élément m.

Tous les graphes planaires connexes pour lesquels le nombre d’arétes est
plus petit que m vérifient donc le théoréme d’Euler. Il existe au moins un
graphe ayant m arétes, G, et tel que f — m +s # 2. Considérons une aréte
{a, b} de G. Deux cas :

— Si{a, b} est une aréte frontiere de G, soit G, le graphe obtenu en effacant
l'aréte {a, b} mais en gardant les sommets a et b dans G;. Alors G, est
planaire car G l'est, connexe car {a, b} étant une aréte frontiére, c’est
une aréte d’un cycle de G. Soient f;, a;,s; les nombres de faces, d’arétes
et de sommets de G;. Alors :

$1 =35, alzm_]-a flzf_]-

Comme a; < m, '’équation d’Euler s’applique a G, :

fi—a;+s;, =2
(f—-1)—-(m—-1)+s=2
f-m+s=2

Ce qui contredit notre choix de G.
— Si {a, b} n’est pas une aréte frontiere. Alors le retrait de l'aréte {a, b}
sépare G en deux graphes planaires G, et G5, chacun d’entre eux étant
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connexe et ayant moins de m arétes. D’apres la définition de m, chacun
des deux graphes G, et G, vérifie la relation :

fz_az + 5, =2
fS_ag +53 =2
(fo+fi)—(ag+as)+(sy+s3)=4

Or s =s,+s4 car G, et G5 sont deux graphes disjoints contenant tous les
sommets de G; m—1 = a,+a; car G, et G5 sont disjoints et contiennent
toutes les arétes de G sauf {a,b}; f + 1 = f, + f; car on compte deux
fois la face non bornée, une fois avec G, et une fois avec G5. D’ou :

4=(fo+f3)—(ay+as))+(sy+s3)=(+1)—(m—1)+s
=f-m+s+2

Dol f —m+s =2 : contradiction.
L'hypothese par laquelle la relation d’Euler pourrait ne pas étre vérifiée n’abou-

tit qu’a des contradictions. Donc son contraire est vrai. O
Exemples.
O
f=4,a=10,s=8 f=14,a=22,5s=10
4—-10+8=2 14-22+10=2
Remarques.

1. On peut généraliser le théoreme aux graphes planaires sans qu’ils soient
connexes : si ¢ est le nombre de composantes connexes du graphe :

f—a+s=c+1

2. Appliqué aux arbres, qui ne possédent pas de circuits et donc pas de
faces autre que la face externe, d’ot f =1, la formule d’Euler devient :

l—-a+s=2
s—a=1

a=s—1
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Théoréme 1.17. Soit T un arbre avec au moins 2 sommets, alors :
1. Pour chaque paire (x,y) de sommets de T, il y a un chemin unique dans T
qui relie x a y.
2. Le graphe obtenu a partir de T en 6tant une aréte quelconque a deux com-
posantes connexes dont chacune est un arbre.

3. Si F est une forét, dont le nombre total d’arétes est a, le nombre total de
sommets est s et le nombre total d’arbres est ¢, alors :

a=s—=c¢

Démonstration. 1. Tout arbre étant un graphe connexe, pour chaque paire
de sommets (x, y) il existe un chemin dans T qui relie x a y.
Supposons que pour un couple de sommets (x,y) donné, il y ait deux
chemins reliant x a y. Puisqu’il n’y a ni arétes multiples, ni boucles dans
un arbre, on peut représenter un chemin par une suite de sommets uni-
quement. Désignons par x = s,$1,...,5;, = Y €t X = to,t1,...,t, =¥
nos deux chemins.

Siv1 Siv2 Sj—2 Sj-1
So  Sv S22 S o---0 Sj Sj+1 Sp—1 Sy
X o—o—o< ---—0—0 Y
to t, t, t; o ----0 ty  tipr th1 G

tivi tiga teo L

Soit i le plus petit indice tel que s;,; # t;;;. Puisque les chemins se
terminent en y, ils vont se croiser a nouveau. Soit j le plus petit indice
tel que j > i ets; = t; pour un certain k.

Alors s;, Siy15 --+5 Sj—15 Sj5 Lg—15 -+, tipq, L; €st un cycle dans T, ce qui
contredit la structure d’arbre de T. Donc pour tout couple (x, y) de som-
mets de T, il existe un chemin unique qui relie x a y.

2. Soient s et t deux sommets adjacents de T. Désignons par st 'unique
branche joignant s a t. Si T = (N, B, f), soit T = (N,B\ {st},g) ou
8 = fim\isey)-

Soit N; 'ensemble des nceuds x de T pour lesquels I'unique chemin de x
a t passe par s. Alors il est clair que ce chemin se termine par st, sinon T
contiendrait un cycle. Désignons par N, le complémentaire de N; dans
N. Tout sommet de N, est relié par un chemin de T’ a s et chaque sommet
de N, est relié a t dans T’, mais on ne peut aller de s a ¢.

Les ensembles N; et N, sont donc constitués des sommets des deux com-
posantes connexes de T'. Aucune des composantes ne contient de cycle,
car T n’en contient pas. Donc ces deux composantes sont des arbres.
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3. Supposons que F = {T;,T,,...,T.} et désignons par a; le nombre de
branches de I'arbre T;, s; le nombre de noeuds de I'arbre T;. Alors Vi €

N a;=s—1.0r:

a=2c:ai=zc:(si—1)=
i=1 i=1

C
Esi_

i=1

C

i=1

les—c

]

Définition 1.23. Soit G = (S, A, f) un graphe. On appelle arbre couvrant de G
tout sous graphe T de G qui est un arbre et tel que son ensemble de nceuds est

égal a S.

Exemples. En vert les arbres couvrants :

Définition 1.24.

WX

N

1. On appelle graphe pondéré tout graphe G = (S, A, f) tel qu’il existe une
application de A dans un ensemble de nombres. Le nombre affecté a une
aréte s’appelle poids de l'aréte, on le note p(a), a € A. On appelle poids

de G la somme ZaeAp(a).

2. On appelle arbre couvrant minimal d’'un graphe pondéré tout arbre cou-
vrant dont le poids est minimum dans I'ensemble des poids des arbres
couvrants du graphe.

Exemple. Vous possédez une petite compagnie aérienne et vous avez décro-
ché le marché du transport spécial du siege principal d’une entreprise a ses 6

filiales en France. Le tableau des distances entre les sites est donné par :

A
0
132
100
99
179
102
132

OTmHONOwW >

B
132
0
234
132
127
205
123

C
100
234

0
168
258

72
204

D
99
132
168
0
238
188
204

E
179
127
258
238

0
204

56

F
102
205

72
188
204

0

146

G
132
123
204
204

56
146
0
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On suppose que le siége principal est en F. Evidemment vous n’avez pas assez
d’avions disponibles pour en placer 6 en F. Pour réduire vos frais au maximum,
vous voulez trouver un chemin qui couvre toute les villes.

Vous vous placez en F : le site le plus proche est en C. En C, le site le plus
proche qui n’est ni F ni C est A, et ainsi de suite jusqu’a épuisement des sites.
Le chemin obtenu est un arbre couvrant minimal.

Algorithme de I’arbre couvrant minimal (R.C. Prim, 1957)
1. Choisir un sommet quelconque s; du graphe pondéré G, et poser T =
{s1}.
2. Choisir dans 'ensemble des arétes ayant un sommet dans T et un hors de
T une aréte a de poids minimum, et remplacer T par TU {a} extrémités
comprises.

3. Répéter 2 jusqu’a ce que tous les sommets de G soient des sommets de
T.

Remarques.

1. Cette méthode est aussi valable pour obtenir un arbre couvrant d’'un
graphe non pondéré : il suffit d’affecter 1 a chaque aréte et d’utiliser
l'algorithme de Prim.

2. Si le graphe de départ est complet, 'arbre couvrant minimal est un che-
min (voir 'exemple précédent).

Exemple.
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En partant de a En partant de g
Poids de l'arbre : 12 Poids de l'arbre : 12

Théoréme 1.18. Soit G un graphe pondéré et T un arbre couvrant construit avec
Ualgorithme de Prim. Alors quelque soit le graphe couvrant U de G, le poids de T
sera inférieur ou égal au poids de U.

Démonstration. Notons as,...,a, les arétes de T, les indices indiquant leur
ordre de construction dans I'algorithme de Prim. Si U = T, le résultat est une
évidence. Si U # T, il y a des arétes de T qui ne sont pas arétes de U. Soit q,
la premiere aréte de T qui ne soit pas dans U.

Soit N I'ensemble des nceuds de I'arbre partiel obtenu dans I'exécution de
I’algorithme juste avant 'adjonction de a;. Posons a, = xy ot x € Net y € N.
Puisque U est un arbre couvrant, il existe un chemin dans U allant de x a y et
lorsque nous allons nous déplacer le long de ce chemin, nous allons parcourir
une branche a* qui a un noeud dans N et I'autre hors de N.

Lorsque g, est sélectionne par l'algorithme, a* est aussi candidate mais
n’est pas retenue : donc le poids de a* est supérieur ou égal au poids de qy.
Notons p(a) le poids d’'une aréte a. Si a* € T c’est qu’elle est choisie apres qy.
En remplagant a* par a; dans U, on obtient un arbre couvrant de G, U,, pour
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lequel :
p(U,) = p(U) — p(a”) + p(a;) < p(U)

La premiere branche qui apparait dans T sans étre dans U; se trouve apres
a, dans I'ordre de départ. On répete la méme procédure pour obtenir une suite
d’arbres couvrants U;,U,,...,U, =T tels que :

p(T) =p(U;) < p(U,_;) < --- < p(U;) < p(U)

1.3 Semi-groupes et monoides

Définition 1.25.

1. On appelle semi-groupe tout ensemble non vide E, muni d’une loi asso-
ciative.

2. On appelle monoide tout semi-groupe possédant un élément neutre.
3. Si la loi de composition interne est commutative, on dit que le semi-
groupe ou le monoide est commutatif.
Exemples.
1. (N, +) est un monoide d’élément neutre 0.
2. (R, x) est un monoide d’élément neutre 1.
3. Soit (A, <) un treillis; alors (A, A) est un semi-groupe commutatif. Si
A est borné et posséde pour élément maximum 1, alors (A, A) est un
monoide d’élément neutre 1.
Définition 1.26.

1. On appelle sous semi-groupe d’un semi-groupe (A, -) toute partie B stable
nonvidede A:Vx,y€B xy€B.

2. On appelle sous monoide d’'un monoide (A, -) tout sous semi-groupe de
A qui contient I'élément neutre.
Exemples.
1. (Z, x) est un sous monoide de (R, x).
2. (2Z,+) est un sous monoide de (Z, +)

3. (2Z,-) est un sous semi-groupe de (Z, x) mais pas un sous monoide car
1€ 27.



CHAPITRE 1. STRUCTURES 32

4. Soient X et Y deux parties de E telles que X # 0, X # Yet X C Y.

Alors 2 (X) est un sous monoide de (#(Y),U) et un sous semi-groupe

de (#(Y),N). Notons que (£ (X),N) est un monoide d’élément neutre X.
Définition 1.27.

1. Soit (A,*) un semi-groupe et a un élément quelconque de A. Pour tout
neN* onposeal =a,...,a"=a" 'xa

2. Si (A, ) est un monoide, on pose de plus : a° = e I'élément neutre de A.

3. On appelle sous semi-groupe engendré par I'élément a dans le semi-
groupe (A, ) la partie S, = {a"/n € N*}.

4. On appelle sous monoide engendré par I'élément a dans le monoide
(A, *), la partie M, = {a"/n € N}.
Remarques.
1. 1l est clair que a" *x a? = a"*? et (a")? = a™

2. Sila loi n’est pas commutative, (a * b)" # a™ * b™ en général.

Définition 1.28.

1. Soient (S;,%;) et (S,,*,) deux semi-groupes. On dit que I'application f
de S; dans S, est un homomorphisme de semi-groupes si :

VxeS,Vyes, flxxy)=flx)*f(y)

2. Soient (M, *;) et (M,, *,) deux monoides d’éléments neutres respectifs
e, et e,. On dit que I'application f de M; dans M, est un homomorphisme
de monoides si :

(@ Vx€S5;,Vyes; flxxy)=f(x)*f(y)
() fler)=e,

3. Dans le cas ou l'application f est bijective, on parle d’isomorphisme de
semi-groupes ou de monoides.

Exemples.

1. Soit A un ensemble non vide. (Z(A),U) et (#(A),N) sont deux mo-
noides d’éléments neutres respectifs @ et A. Alors f : Z(A) —» Z(A)
définie par : X — (,X est un homomorphisme de monoide :

FXUY)=C,(XUY)=C,XNCY=F(X)NF(Y)
F@)=C,0=A



CHAPITRE 1. STRUCTURES 33

2.

3.

Soient (M, *) un monoide et f : (N, +) — (M, x) définie par n — a" ol a
est un élément fixé dans M. Alors f est un homomorphisme de monoide.

Considérons les deux treillis suivants A et C :

o}
1
2 3 0 )
4 N
A C
f:A—=C
1—p
20—y
3—90
4—m

f est un morphisme de treillis, donc un morphisme de semi groupes
de (A, A) dans (C,A). Mais ce n’est pas un morphisme de monoides de
(A, A) dans (C, A) car I'élément neutre de A est 1, celui de C est a et

f)=p#a

Théoréme 1.19.

1.

2.

Soient (S, *) et (T, Q) des semi-groupes, et f un homomorphisme surjectif
de S dans T. Si S est commutatif, T Uest aussi.

Soient (S, *) et (T,{) des semi-groupes et S’ un sous semi-groupe de S.
Si f est un homomorphime de semi-groupes de S dans T, alors f(S') =
{f(s)/s €S’} est un sous semi-groupe de T.

Soient (M, *) et (N, ) des monoides. Si f : M — N est surjective et est
un homomorphisme de semi-groupes, alors f est un homomorphisme de
monoides.

Soient (M, *) et (N, ) des monoides. Si M’ est un sous monoide de M, et f
un homomorphisme de monoides, alors f(M’ ) est un sous monoide de N.

Démonstration.

1.

Vt,t,€T= f(S), ds,,s, €S telsque t; = f(s;) et t, = f(s,). Dol :

t10ty = f(51)0f (52) = f(s1%55)
= f(sy%81) = f(55)0f (51) = 014



CHAPITRE 1. STRUCTURES 34

Donc T est commutatif.
2. Vi, t, € £(S), 51,5, € S tels que f(s;) = t; et f(s,) = t,. Dol :

£,0t, = f(51)0F (55) = £ (51 %5,) € F(S)

Donc f(S’) est stable pour ¢, c’est donc un semi-groupe de T.

3. Il reste a montrer que f (ey) = ey. Soit ¥y un élément quelconque de N
et x 'un de ses antécédents par f. Alors :

yOf(em) = fF(X)Of (ey) = f(xxey) = f(x) =y
flen)Oy = fley)Of (x)=fley*x)=f(x)=y

Donc f(ey) est 'élément neutre de N, c’est a dire f(ey;) = ey.

4. D’apres Z,f(M’) est un sous semi-groupe de N et d’apres 3 appliqué a
f": M — f(M") définie par x — f(x) qui est une surjection.

]

Exemples.

1. f : Z — 27 : x — 2x est un homomorphisme de monoides de (7Z,+)
dans (27, +).

2. f : ?(A) > #(A) : X — [,X est un homomorphisme de monoides de
(22(A),U) dans (#(A),N), etonaaussi f = f 1.

Définition 1.29. Soient (S,*) et (T,{) des semi-groupes. On appelle semi
groupe produit de (S, *) et (T, ) le semi groupe (S x T,®) défini par :

Vs1,8, €S, Ve, t, €T (81, 11) ® (Sg, t5) = (81 %85, £1085)

Remarques.
1. On vérifie facilement que (S x T, ®) est un semi-groupe.
2. Si S et T sont des monoides d’éléments neutres respectifs eg et ey, alors
(S X T, ®) est un monoide d’élément neutre (eg, er).

Exemple. Soient (N,+) et (Z, x). Alors dans (N x Z,®), (0,1) est élément
neutre et (3,7) ® (12, —-2) = (15, —14).

Définition 1.30. Soient (S, *) un semi-groupe et R une relation d’équivalence
sur S. On dit que R est compatible avec * (ou encore que R est une congruence
sur (S,*)) si:

/ / / / / /
Vs1,52,8],5, €S s1Rs] et s,Rs, = 57 % 5,Rs] *s,
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Théoréme 1.20.

1. Soient (S, *) un semi-groupe et R une congruence sur (S, *). Alors (S/R, %)
ol * est définie par :

—_—

Vx,y € = xky=Xxx
XLyeg Xy=xky

est un semi-groupe qu’on appelle semi-groupe quotient de S par R.

2. Side plus (S, *) est un monoide d’élément neutre eg, (S/R,*) est un mo-
noide d’élément neutre eg.

Démonstration. Soient A, B, C trois éléments quelconques de S/R et a, b, ¢ trois
représentants respectifs de ces classes. Alors :

(ASB)AC = (@kb)ié = (@ b)ké = (a* b) v c

=ax*(bx*c)

= ak(b*c)

= ak(b%¢)

= A#(BHC)
Donc (S/R,*) est un semi-groupe.

Il nous reste a prouver l'existence d’'un élément neutre pour *. Soit E = €
et X une classe quelconque de S/R de représentant x :

XAE = xkeg =x xeg=x =X
EiX = égkx = eg ¥ x = x = X
Donc E est un élément neutre pour * et S/R est un monoide. O

Théoréme 1.21. Soient (S, *) et (T, ) des semi-groupes (resp. monoides), et f :
S — T un homomorphisme de semi-groupes (resp. monoides). Soit R la relation
définie sur S par :

Vx,y €S xRy < f(x)=f()

Alors :
1. R est une congruence sur S.

2. Les semi-groupes (resp. monoides) (S/R,*) et (f(S), {) sont isomorphes.
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Démonstration. R est la relation d’équivalence associée a f (voir TD). D’apres
le théoreme de décomposition canonique d’'une application, f se décompose
enf=iobosou:

— s:S— S/R:x — X est une surjection.

— b:S/R— f(S):x — f(x) est une bijection.

—1:f(S)—T: f(x)— f(x) est une injection.

1. ;’zljiz,s;,s; € S tels que s,Rs] et s,Rs;. Alors f(s;) = f(s}) et f(s,) =

55)-

f(51)0f (s2) = f(s)Of (s3)
f(syx55) = f(s] %53)

/ /
S1 *SyRs] * s,

Donc R est une congruence sur S.

2. Il suffit de prouver que b est un homomorphisme de semi-groupes. Pour
tous X,Y € S/R de représentants respectifs x et y :

B(X#Y) = b(55y) = b(X %) = £ (x ) = F()Of () = BX)Ob(Y)

Pour les monoides, f(S) est un monoide d’apres le théoréme 1.19, (S/R, >i<)|
est un monoide d’apres le théoreme 1.20 et b un homomorphisme de
monoides d’apres le théoreme 1.19.

[l

Définition 1.31. Soit A un ensemble non vide appelé alphabet dont les élé-
ments sont appelés lettres. On appelle mot sur A toute suite finie non vide de
lettres.

Remarque. Un mot est donc une application w de N} dans A pour un n qui
varie dans N*. I’égalité entre deux mots en découle : pour que deux mots
soient égaux il faut qu’ils aient méme ensemble de départ (méme longueur)
et méme ensemble d’arrivée (c’est A), et méme graphe :

VkeN, siw=w" w(k)=w'(k)

Théoreme 1.22. On considére U'ensemble des mots sur un alphabet A. La loi de
composition interne - définie sur cet ensemble par :

(o) (V1Y) = X1 X Y1 Y

est associative.
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Définition 1.32. La loi du théoréme 1.22 est appelée concaténation, et on
note A" le semi-groupe des mots de A. On l'appelle semi-groupe libre sur A
(ou engendré par A).

Démonstration. Soient u,v et w trois mots sur A. Alors il existe n,m,p € N*,
X15eeesXns YireoosYms Z15---,%, € Atels que u = xq...X,, vV = y;... ¥, et
W =2 ..., Alors:

(wv) =01 )1 Ym)
=X Xy Y1 Ym
(@Iw = (x1... X Y1+ Y )(Z1 -+ 2,)
= X1 X Y1 YmZ1 %
(vw) = (}’1---}’m)(21---zp)
=Y1-YmZ1-+-%p
u(vw) = (x3 ... X )1+ Ym%1 -+ 2p)

=X1 XYy YmB1---%p

[l

Théoréme 1.23. Soit A un ensemble non vide et S un semi groupe. Si  est une
application de A dans S, il existe un homomorphisme unique ® du semi groupe
libre At dans S tel que Yx € A, ®(x) = @(x). De plus, ® est surjective si et
seulement si $(A) est un ensemble de générateurs de S.

X est un ensemble de générateurs de S si tout élément de S s’écrit sous la forme
d’un produit fini d’éléments de X.

Démonstration. On a ¢ : A — S. Soit ® 'application de A* dans S définie par :

VxeA &(x)=p(x)
Vue At Ixy,...,x,€AJu=x;...x, @) =p(x;)...9(x,)

On va montrer que ® est un homomorphisme de semi-groupes. Soit u,v € A*.
Il existe xq,..., X, ¥1,---,¥, dans A tels que u = x; ... x,, v=1y;...y,. Donc:

d(uv)=9o [(x1 e X)) - .yp)]
=¢ [xl...xnyl...yp]
=9(x) ... (x)e(y1) - 9(yp)
= [o(x1) ... 90e)] [0(1)-- 0]

=&y ... x,)®(y1---Yp)
= (I)(U)(I)(V)
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Supposons a présent qu’il existe un homomorphisme de semi-groupe ®’ de
A" dans S tel que @/, = ¢. Alors pour tout u € A", il existe xy,..., X, €A tels
que u=x;...X,. Dou:

&' (u) =@ (x;...x,)
=®'(x;)...9'(x,) car @' est un homomorphisme
=¢(x1)...9(x,) car®, =¢
=®(x1)...®(x,) card,=¢
=®(xy...x,) =®(u) car ® est un homomorphisme
Dot & = &’ et ® est 'unique homomorphisme de A™ dans S qui prolonge .
Supposons que $(A) soit un ensemble de générateurs de S, et soit s un

élément quelconque de S. Alors il existe s,...,s, € P(A) tels que s =5 ...5,,.
OrvVieN,s; € ¥(A) donc Vi e N}, il existe x; € A tel que s; = ¢(x;). Donc :

s=@(x;)...0(x,) =®(x;...x,) € d(A+)

Donc & est surjective.
Réciproquement, supposons ® surjective : alors Vs € S, Ju € A" tel que

®(u) =s. Or, siu € A', il existe xq,...,x, €EAtelsque u = x;...x,. Dol s =
®(u) = ¢(x;)...9(x,). Donc tout élément de S est un produit fini d’éléments
de P(A). P(A) engendre donc S. O

Exemple. Soient A un alphabet et £ : A — N définie par x — 1. On sait que ¢
admet un unique prolongement sur A*, L : AT — N définie par u = x;...x, —
L(u) =n.

Théoréme 1.24. Soit S un semi-groupe et A un ensemble de générateurs de S.
Alors S est 'image homomorphe du semi-groupe libre A*.

Démonstration. Soit i : A — S définie par x — x. Alors i(A) est surjective et
on applique le théoreme 1.23. m

1.4 Algebre de Boole

Définition 1.33. Soit B un ensemble contenant au moins deux éléments notés
Oetl, etmuni:

1. d’une loi de composition interne appelée addition et notée +,
2. d’une loi de composition interne appelée multiplication et notée -,

3. d’une application appelée complémentation et notée".
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On dit que B possede une structure d’algebre de Boole s’il a les propriétés
suivantes :

1. + et - sont associatives et commutatives.

2. 0 est élément neutre pour +, 1 est élément neutre pour -.

3. + est distributive par rapport a -, et - est distributive par rapport a +.
4. VaeB,at+a=1eta-a=0.

Exemples.
1. (#(E),u,n,Cy)
2. (Dyp=11,2,5,10},+, x,) ol x +y = ppem(x,y), xy = pged(x,y),
X =10/x et 1 est élément neutre pour +, 10 est élément neutre pour -.
3. ({1,0}, 4+, x,) ot +, X, sont définis par les tables :

+[ol1 -foft [x
00]|1 0100 0
T HEEHE
4. (Z(E,{0,1}),+,-,) ou Z(E, {0,1}) est 'ensemble des applications de
I'ensemble E dans 'algébre de Boole {0, 1}. On parle aussi de 'ensemble
des applications caractéristiques des partiesde E : si A € Z(E), g, : E —
{0, 1} est définie par @ (x) = 1si x € A et Y,(x) =0 si x & A. Alors

Pa+ P5 = Paup> Pa " Pp = Panp €t P = Pz ot A=A
Remarque. La parfaite symétrie des roles des deux lois de composition in-
terne nous amene a penser que tout théoreme se présentera sous deux formes
duales. L'énoncé de théoreme dual s’obtiendra en permutant systématique-

ment dans I’énoncé du théoréme initial les symboles + et -, et les éléments O
et 1.

O R XK

Théoreme 1.25. Soit B une algébre de Boole. Pour tout a de B, a est l'unique
élément de B vérifiant :

ata=1 e a-a=0
Il en découle que 1 =0, 0 = 1 et que pour tout a de B, a = a.

Démonstration. Par la définition 1.33, Va € B, a+a =1 et a-a = 0. Supposons
qu'il existe a’ €Btel que a+a’=1eta-a’ =0. Alors :
a(a+a)=a-1=a
=da+aa'=0+aa’ = aad’
(a+a)a’'=1a’' =d

=(aa’+aa’)=0+aa’ =aa’
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Doua=a’.

‘apres la définition 1.33onal+0=1et1-0=0donc1=0et0=1.
De plus, Va€B :

+
+

Qn Q
Qi
I
[ —
(¢}
—~
Q
Qi
I
o O

Qi
Il
D
—~
Qn
Qi
Il

D’oti @ = a d’apres l'unicité. O

Théoreme 1.26. Soit B une algébre de Boole. Alors quelques soient les éléments
a,b,x,y de B on a les propriétés suivantes :

1.

R LN

at+a=a et aa=a.

1 est absorbant pour Uaddition et O pour la multiplication.
a + (ax) = a (absorption).

(ax)+ (ay)=ax+ay + xy (redondance).
a+b=d-betab=a+b (De Morgan).

Démonstration.

1.

(aa)+a=04+a=a
=(a+a)a+a)
=(a+a)l

=a-+a

aa = a est 'écriture duale de la premiere.

l+a=(a+a)+a
=ata+a
=a-+a
=1

Oa = 0 est I’écriture duale de la précédente.

a—+ (ax) = (al)+ (ax)
=a(l+x)
=al

=a
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ax =ax+axy et ay=ay-+axy

ax+ay =ax+ay +axy+axy
=ax+ay+(a+a)xy
=ax+ay+xy

5. Montrons que a + b = ab, la seconde égalité étant duale de la premiére.

ab+(a+b)=(ab+al)+b
=(ab+al+bl)+b
=ab+a+(b+b)

=ab+a+1
1

(ab)(a+ b) = aba+ abb
=0+0
=0

Donc d’aprés le théoréme 1.25, @b est le complément de a + b.
O

Théoréme 1.27. Soit B une algébre de Boole. La relation < définie sur B par :
Va,beB a<b &< ab=a
est une relation d’ordre sur B compatible avec les deux lois de B.

Démonstration. Réflexivité : Va €B aa=a donca <a.

Antisymétrie : Va € B, Vb € B supposons a < b et b < a. Alors ab = a et
ba = b. Or - est commutative, d’ou ab = ba et a = b.

Transitivité : Va € B,Ybe B,Vc€B,a<betb<c=ab=aetbc=D>b.
Dot a =ab=a(bc)=(ab)c=ac,eta <c.

On peut remarquer que si B a plus de deux éléments, cet ordre n’est pas
total car il existe a € B\ {0, 1} ; son complément a est alors aussi autre que 0
et 1. Comme aa =0, onn'ania <a, nia < a. Cet ordre est aussi défini par :

as<b << a+b=5b
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Compatibilité : les lois de B étant commutatives, il n’est nécessaire de le
montrer qu’a gauche. Soient a, b, c des éléments quelconques de B tels que
a < b. Comparons ca et cb :

(ca)(cbh) = (cc)(ab) =ca
d’ott ca < c¢b. Comparonsc+aetc+b:

(c+a)c+b)=cc+ac+cb+ab
=c+cb+a+ac
=c+a

]

Remarque. Dans tout algebre de Boole, pour tout a € B, 0a =0 donc 0 < a et
al =a donc a < 1. En particulier, 0 < 1.

Exemples.
1. Dans (#(E),uU,n,(), < est l'inclusion C :

A<B < ANnB=A

<— ACB

2. Dans ({0,1},+,-,),0<0,0<1letl1<1.
3. Dans ({0,1}*,4,-7) : (0,1)(1,1) = (0,1) donc (0,1) < (1,1).

Q

(1,1)

C (1, O)< >(0, 1) Q

(0,0)
0
(0,1) et (1,0) ne sont pas comparables.

Définition 1.34. Soit B une algebre de Boole finie. Un atome de B est un
élément non nul de B n’ayant que deux éléments inférieurs par la relation < :
0 et lui-méme.

Exemples.
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1. Dans (2 (E),u,n,), < est l'inclusion et les atomes sont les singletons.
2. Dans ({0,1},+,-,), 1 est le seul atome.
3. Dans ({O, 132, +, x,') les atomes sont (0, 1) et (1,0).

Théoreme 1.28. Soit a un élément non nul d’une algebre de Boole B finie. Le
sous ensemble 1, des éléments de B inférieurs a a contient au moins un atome.

Démonstration. I, est une partie d’'un ensemble fini, donc elle est finie et non
vide car O et a sont dans I,.
— 1% cas : I, = {0, a} alors a est un atome et le théoreme est vérifié.
— 2% cas : I, # {0, a}, il existe donc a; € I, autre que O et a. Considérons
I, i1, Sl ‘
- 1% cas : I, = {0,a,} et a; est un atome. D'ot1 a; € I, C I, et le
théoréme est vérifié.
-1, #{0,a;} et1, S, car a €1, mais a €1, on choisit alors a, €I,
autre que a, et O, ...
On obtient ainsi une chaine I, 21, 21,, 2 --- 2, . I, étant fini, cette chaine
garréte a un certain I, = {0,a,} et a, est un atome de B. Comme I, €1, le
théoreme est vérifié. O

Théoreme 1.29. Soit B une algébre de Boole finie.
1. Lensemble des atomes est non vide.
. Le produit de deux atomes distincts de B est nul.

2
3. La somme de tous les atomes de B est égale a 1.
4

. Tout élément de B s’écrit d'une manieére unique sous la forme d’une somme
d’atomes différents.

5. Si a € B, et s’il s’écrit sous forme d’une somme d’atomes, a s’écrit comme
somme de tous les autres atomes.

6. Si B a p atomes, alors card B = 2P.

Démonstration.

1. Conséquence immédiate du théoréme 1.28.

2. Soient a,a’ deux éléments quelconques de B. Alors aa’ < a et aa’ < d'.

Supposons de plus que a et a’ soient des atomes distincts et que aa’ # 0.
D’apreés la définition d'un atome, aa’ = a et aa’ = a’ d’ot1 a = a’ contraire
a I'hypothese. Donc aa’ = 0.
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3. Soient a;,...,a, tous les atomes de B. Posons a = Zle a; et supposons
que a # 1. Alors a # 0. D’apreés le théoréme 1.28, I; contient au moins
un atome a,. Dot q; < aetaad=a. Or:

P
a,a = a Z a;
i=1
p
= Z axa;
i=1

= a3 Ay

= ak
Donc aq,a = aa.

(ara)(ara) = (arar)(aa) =0
= 4k dy = Ay
Absurde car a; est un atome. L'hypothése a # 1 est fausse et donc
p _
i@ =1
6. Il y a autant d’éléments dans B que de sommes finies d’atomes différents.

n Nombre de sommes a n atomes
1=(]) cestleO0deB

0
1 p=()
2

)
P 1:(§)le1deB

Soit au total (g) + (11’) 4t (i) — Zi:o (i) —9op.

Définition 1.35.

1. Unisomorphisme f d’une algebre de Boole (B, +,,) vers une algebre de
Boole (B, H, [, est une bijection de B vers B, telle que :

VaeB,VbeB, f(a+b)=f(a)Bf(b)
flab)=f(a)af(b)
f@=f@

2. Si B et B’ sont deux algebres de Boole, et qu’il existe un isomorphisme
de B dans B’ (ou de B’ dans B), on dit que B et B’ sont isomorphes.
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Remarques.
1. Si f est un isomorphisme d’algébre de Boole de (B, +,-,) dans (B’,H,E,),}
f 1 est un isomorphisme d’algébre de Boole de (B, 8, ,) dans (B, +, -,).

2. Si f est unisomorphisme d’algebre de Boole de (B, +, -,") dans (B’, #,,),}
alors :

VaeB,VbeB a<b= f(a)<f(b)

Théoréme 1.30 (Stone). Toute algébre de Boole finie (B, +,-,) est isomorphe a
Ualgébre de Boole (37’ (N;), u,n, C) oll p est le nombre d’atomes de B.

Démonstration. D’apres le théoreme 1.29, 'ensemble des atomes de B est non
vide. B étant fini, cet ensemble lui méme est fini. Désignons par a,...,q,
(p = 1) les atomes de B.
Nous savons que tout élément a € B s’écrit de maniere unique sous la
. — " *
forme:a =3  a; oWl SNy,

Considérons I'algébre de Boole (p} (N;), u,n, C) et:

f:B—>§¢”(N:)

0—0

a; — {i} ‘v’iENZ

a—1 sia=2ai
i€l

Montrons que f est surjective. Soit F une partie quelconque de N;.
- SiF =0, alors f(0) =F.
— Sinon, si F # 0, soit a 'élément de B défini para = )_
de f, f(a) =F, f est donc surjective.
Or B ayant p atomes, card B = 2 et card & (N;) = 2P, Donc f est une bijection.
Considérons a et b deux éléments de B tels que :

a:Zai,b=Zaj

i€l jeJ

.1 @;. Par définition

Alorsa+b=), _ ja.et:

fla+b)=1uJ=f(a)uf(b)

b= (Z) (Zaj) =Y ae=Ya

i€l jelJ (i,j)elud keluJ
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car a;a; =0sii# j: ce sont des atomes.
Alors f(ab)=1InJ= f(a)n f(b).

C_l:E al-:E al'
i€l

iel1

d’aprés le théoréme 1.29. Dot f(a) = CI = Cf (a). f est bien un homomor-
phisme d’algebre de Boole de (B, +,-,”) dans (9’ (N),u, N, E). O

Définition 1.36. Soit B une algebre de Boole.

1. On appelle expression booléenne de deux éléments a et b de B, tout
élément de B obtenu en combinant a et b a 'aide d'un nombre fini d’ad-
ditions, de multiplications et de complémentation. On définit de méme
des expressions booléennes de trois, quatre, ..., n éléments.

2. Un littéral est une expression booléenne formée d’un seul élément, com-
plémenté ou non.

Un monome est un produit d’'un ou de plusieurs littéraux.
Un monal est une somme d’un ou de plusieurs littéraux.
Une expression XII est une somme d’un ou plusieurs monomes.

Une expression I1X est un produit d'un ou plusieurs monaux.

No R

Un minterme des n éléments a;,...,a, est un mondme a n littéraux
obtenu, en choisissant dans chacun des n couples (a;, d;) un élément et
un seul.

8. Un maxterme des n éléments a,,...,a, est un monal a n littéraux, ob-
tenu en choisissant dans chacun des n couples (a;,d;) un élément et un
seul.

Exemples. Soient a et b deux éléments d’une algebre de Boole B.

1. Expressions booléennes : m, c'l—l——b, ab+a, ...

Littéraux : a,b, a, b, ...

Mondmes : abé, abéd, ...

Monaux : a+b,a+b+d,a+d, ...

Expressions X1 : ab + dBc, abc+ b+ E&,
Expressions I1X : (a + b)(@+c), a(c+d)(@+b+2a), ...

Mintermes de a et de b, il y ena4: ab, ab, ab, c_‘zB. Mintermes dea,b
etdec,ilyena8:abc,abc,abc,abc,abc,abc,abc,abc.

8. Maxtermes de a et de b,ilyena4:a+b,a+B,c’z+b,etc’1+I_).

No U A LDbd
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Remarques.

1. Ily a exactement 2" mintermes (resp. maxtermes) de n éléments a,, ..., a,[|
(n choix successifs entre deux termes : a; ou @;).

2. On peut numéroter les mintermes (resp. maxtermes) grace a l'astuce
suivante : quand on choisit a; on le note 1 et quand on choisit @; on le
note 0.

Par exemple, abc ~ 011. abcd ~ 1010. Ensuite on convertit le nombre
binaire obtenu en base 10 et on l'affecte en indice a m pour les min-
termes et a M pour les maxtermes.

dbc=my; a+b+c+d=M,

Grace a cette numérotation, on obtient facilement les complémentaires
des mintermes et des maxtermes. Si m; est un minterme de a,...,qa,,
0<i<2"—1ona:

Par exemple, m; = a;a,a;. Alors :

M3 = a,0,a3 = a; +ay +a3 =M,
Or4=2%-1-3.

Définition 1.37. Soit B une algebre de Boole. On appelle sous algébre de
Boole de B, toute partie ./ non vide de B telle que les restrictions des trois
opérations +, -,”conférent a ./ une structure d’algebre de Boole.

1. o #0

2. Va,be d,a+be.g,abe g etac .o.
Remarque. Toute partie non vide de B stable pour les 3 opérations est une sous
algebre de Boole de B.
Exemples.

1. Soit B = (9‘ (N7),u,n, U). Les seules sous algebres de B sont ((D, N"z‘) et
2 (N;) lui méme. Notons que {f} n’est pas une sous algebre de B car

0=N; & {0}.
2. Soient a,...,a, des éléments d’'une algebre de Boole de B. Le sous-
ensemble ¥(a,...,qa,) des expressions booléennes de a,...,a, est une

sous algebre de Boole de B.
Sia,be€B, 9(a,b)=1{0,1,qa,b,q, b,a+b,a+b,a+b,a+b,ab, ab, ab,
ab, ab+ab,ab+ ab}
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Théoréme 1.31. Soient B une algeébre de Boole finie, a,,...,a, des éléments
quelconques de B. Les atomes de 4(ay, ..., a,) sont les mintermes non nuls de ces
éléments.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ¥%(a,,...,a,) est 'ensemble de
toutes les sommes finies de monomes a littéraux pris parmi a,, ..., a,,d;,...,d,.
On rappelle que par convention 0 est la somme de zéro atome et que chaque
atome est la somme d’un seul atome, lui méme.

Soit S le sous ensemble de ¥(ay,...,a,) formé de toutes les sommes finies
de monémes a littéraux pris parmi a,...,qa,,d;,...,d,. S contient tous les
éléments a,...,a, car chaque a; peut étre constitué comme somme du seul
mondme q;. De plus :

— S est stable pour I'addition (par définition).

— S est stable pour la multiplication car le produit de deux sommes finies
de monoOmes est une somme finie de mondmes (a cause de la distributi-
vité de - par rapport a +).

— S est stable pour la complémentation car le complément d’'une somme
finie de mondmes est encore une somme finie de monomes (De Morgan
et distributivité de - par rapport a +).

Montrons a présent 1'égalité entre S et 4(a,,...,qa,).

Soit a un élément quelconque de ¥(a,,...,a,) : a s'obtient en faisant un
nombre fini d’opérations +,-,” a partir d’éléments pris dans {al, . ..,an}. On
reste donc dans S en procédant de cette facon. Donca € S et 9¥(a,...,a,) € S.

On en déduit I'égalité : S = ¥(a,,...,a,).

Passons a présent a la démonstration du théoréme et montrons que tout
minterme non nul de a,,...,a, est un atome de %(a,...,a,). Soit m # 0
un minterme de a,...,a,. D’apres le théoreme 1.28, il existe au moins un
atome a € Y(a,,...,a,) tel que a < m. Or a est une somme de mondme
(d’apres la premiere partie de la démonstration) : a = le u; ou chaque u;
est un monome. Supposons que les u; soient distincts avec p = 2. Alors a =
u; + -+ +u,. On ne peut avoir a =u; oua =0 donc :

ua=1u, (ul—i---'—i-up) = Uy T U Uy + T UU, = Uy

et u; < a ce qui est absurde pour un atome. L'hypothese p = 2 est fausse et
p=1dotu, =a.

Considérons a présent am : on a soit am = 0 (il existe dans a un littéral
complémenté dans m), soit am = m (tous les littéraux de a sont dans m). Or
le cas am = 0 est impossible car a < m donc am = a # 0. D’'ou a = m.

Il reste a prouver que tout atome de ¥(a,, ..., a,) est un minterme non nul
de ay,...,a,.
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Soit a un atome de ¥(a,, ...,a,). Nous avons vu précédemment que a était
obligatoirement un monome. Supposons que a ne soit pas un minterme : alors
il existe un littéral a; tel que ni ag;, ni @; ne figure dans a. Les éléments q;a
et @;a sont strictement inférieurs a I'atome a, donc ils sont nuls : a;a = a et
a;a=0.Dou:

O=qa+da=(a;+ala=la=a
Absurde. Donc a est un minterme de a,,...,a,. O

Remarque. Les propriétés des atomes du théoreme 1.29 s’appliquent aux min-
termes de ¥(ay,...,a,) et les propriétés duales aux maxtermes :

1. Le produit de deux mintermes distincts est nul. La somme de deux max-
termes distincts est égale a 1.

2. La somme de tous les mintermes est égale a 1. Le produit de tous les
maxtermes est égal a 0.

3. Tout élément de %(ay,...,a,) s'écrit de maniere unique sous la forme
d’'une somme de mintermes distincts, non nuls et sous la forme d’un
produit de maxtermes distincts différents de 1.

En conséquence, deux sommes de mintermes sont égales si et seulement
si les mintermes qui ne sont pas communs aux deux sommes valent 0.

4. Lorsqu’un élément a de %(a,,...,a,) est écrit sous la forme de somme
de mintermes distincts (resp. de produit de maxtermes distincts), son
complément a est la somme de tous les autres mintermes (resp. le pro-
duit de tous les autres maxtermes).

5. Le nombre total d’éléments de ¥(a,...,a,) est 2P ou p est le nombre de
mintermes non nuls de a4, ...,a,, ou encore le nombre de maxtermes de
a,...,a, différents de 1.

Définition 1.38.

1. On appelle décomposition canonique disjonctive d’'un élément a de ¥(a,, ...

la somme de mintermes (distincts et non nuls) de a,...,a, égale a cet
élément.

2. On appelle décomposition canonique conjonctive d’'un élément a de ¥4(a,}]
..., a,) le produit des maxtermes (distincts et différents de 1) de a;, ...,
a, et égal a cet élément.

Exemple. Soient a,b,c € (B,+,-,) ete € ¥(a,b,c).
e =abc + ba+ a+ bc

Calculons sa décomposition canonique disjonctive.
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1. On transforme e en une expression LIT qu’il est inutile de simplifier com-
pletement.

e=abc-ba+a+bc=(ab+¢)(b+a)+a+bc=a+bc+ b

2. On introduit pour chaque ménome les littéraux manquants, puis on dé-
veloppe et on élimine les mintermes superflus.

e=a(b+b)(c+¢&)+(a+a)bc+ (a+a)be
= abc + abé + abc + abé + abc + abc + abé + abé
=abc + ab¢ + abc + abé + abc + abé

Lorsque certains termes sont nuls, on simplifie en conséquence.

Définition 1.39.

1. Une partie S = {ay,...,a,} de n éléments d’'une algébre de Boole est
libre lorsque les 2" mintermes de a,...,a, sont différents de 0. On
dit aussi que a,,...,a, sont booléennement indépendants. Dans le cas
contraire, on dit liée ou booléennement dépendants.

2. Une partie S = {a,,...,a,} de n éléments d’une algébre de Boole B est
génératrice de B lorsque la sous algebre ¥(a,...,a,) est égale a B. On
dit encore que {a,...,a,} est un systéme de générateurs de B.

3. Une base d’'une algebre de Boole est une partie libre et génératrice de
cette algebre.

Théoréme 1.32.

1. Lorsqu’une partie finie S de l'algébre de Boole B est libre, toute partie S’
obtenue en remplacant un nombre quelconque d’éléments de S par leurs
compléments est aussi libre.

2. Soient S et S’ deux parties finies de B telles que S C S’ : alors si S’ est libre,
S est libre et si S est liée, S’ est liée.

Démonstration.

1. Par définition, les 2" mintermes des n éléments de S’ sont identiques aux
2" mintermes des n éléments de S. Ils sont donc tous différents de 0.

2. Posons S = {ay,...,a,} et S’ =SU {a;, ) ..,al’)}. Supposons S’ libre. Soit
m un minterme de S. Considérons ma; ... a; : C’est un minterme de S'.

Or S’ étant libre, ce minterme est non nul. Donc m # 0. Tout minterme

de S est donc non nul et S est libre.

La seconde propriété est la contraposée.
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Théoréme 1.33. Soit B une algébre de Boole ayant un nombre 2" éléments. Soit
p le plus grand entier tel que 2P < n. Toute partie libre de B admet au plus p
éléments et il existe au moins une partie libre de B ayant p éléments.

Démonstration. Supposons qu’une partie libre {al, e aq} possede plus que p
éléments : ¢ > p. Par définition de p, n < 29. Les 27 mintermes de a,...,q,
sont tous non nuls. Or d’apres la remarque 5 suivant le théoreme 1.31, on
doit avoir conjointement que card 9(a;,...,a,) = 2%' > 2" = cardB. Ceci est
absurde car ¢(a,,...,a,) S B.

Montrons I'existence d’une partie libre a p éléments.

1. Montrons d’abord que si n est une puissance de 2, n = 2P, il existe une
partie libre de B ayant p éléments. Grace au théoreme de Stone, il suffit
de le prouver pour les algebres de Boole de la forme £ (E,,;) ou E; = Nj.
Procédons par récurrence sur p.

-Sip =1, Z(E,) = {0,{1},{2},{1,2}}. {1} est une partie libre de
#(E,) a un élément.

— Supposons si n = 2P que & (E, ) admette une partie libre a p éléments.
Considérons n’ = 2P*!. Par hypothése de récurrence, il existe dans
#(E,) une partie libre a p éléments : S. Or n’ = 2n. Construisons la
partie S’ de #(E,/) de la fagon suivante : considérons les p éléments
de S : ce sont des parties de E,. A chacune de ces parties, rajoutons
des éléments avec le procédé suivant : sii € N, est dans S, on rajoute
i + n, ceci pour tout i de la partie. On obtient ainsi p parties de E,,.
A ces p parties on rajoute une (p + 1), E, lui méme. On désigne par
S’ ’ensemble de ces (p + 1) parties de E,,. Montrons que S’ est une
partie libre de & (E,, ).

Les 2P mintermes des p premiers éléments de S’ contiennent au moins
uni €N}, etdoncunj € CNanfl, j =1i+n, car S est libre par hypothese
de récurrence.

Les 2! mintermes des (p + 1) éléments de S’ sont obtenus en faisant
l'intersection d'un minterme précédent avec E, = {1,...,n} ou son
complément dans E,,, {n+1,...,n+ n}. Cette intersection contient
soit i, soit i + n : elle n’est donc pas vide, et par conséquent S’ est
libre.

2. Supposons que n ne soit pas une puissance de 2 et soit p le plus grand
entier tel que 27 < n. Montrons qu’il existe une partie libre de 2 (E,)
ayant exactement p éléments. Remarquons que E,, = N, C E, = N’.
Or d’apres ce qui précede, Z(E,») contient une partie libre S ayant p
éléments. Or tout élément de S est une partie de E,;, donc de E,,. Donc
S est une partie libre de #(E,).
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Exemple. Considérons E, = {1,2,3,4} et S = {a,b} ol a = {1,2}, et b =
{1, 3}. Les 22 mintermes de S sont :

anb={1}
anb={2}
anb={3}
anb={4}

Aucun n’est nul, donc S est libre. Alors :

By =Eg=1{1,2,3,4,1+4,2+4,3+4,4+4}
== {1,213’41 5)6) 7)8}
s'=1{{1,2,5,6},{1,3,5,7},{1,2,3,4}}

Notons A = {1,2,5,6}, B=1{1,3,5,7} et C = {1, 2,3,4}. Les 2> mintermes de
S’ sont :

ANBNC={1}
ANBNC= {5}
ANBNC={2}
ANBNC={6}
ANBNC={3}
ANBNC={7}
ANBNC={4}
ANBNC={8}

Cette partie est donc libre dans 2 (Ey).
Théoréme 1.34. Soit S = {a;,...,a,} une partie d’une algébre de Boole B. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. S est une partie génératrice de B.

2. Les mintermes non nuls de a, ..., a, sont les atomes de B.

3. Tout élément de B s’écrit d’'une maniere unique sous la forme d’une somme

de mintermes (distincts, non nuls) de a,...,a,.

Démonstration. 1 = 2. Les mintermes non nuls de a,...,a, sont les atomes
de %(a,,...,a,) (théoréme 1.31). Or par hypothése B = ¥(ay,...,qa,), donc
les mintermes non nuls de a,...,a, sont les atomes de B.
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2 = 3. Conséquence immédiate du 4 du théoréme 1.29.

3=1.ay,...,a, € Bdonc ¥(a;,...,a,) € B. Inversement, toute somme
de mintermes de a4,...,a, appartient a ¥(a,,...,a,). Donc tout élément de B
appartient a ¥(ay,...,a,). D’'ou I'égalité. ]

Théoréme 1.35.

1. Lorsqu’une partie S est génératrice, toute partie S’ obtenue en remplacant
un nombre quelconque d’éléments de S par leurs compléments est aussi
génératrice.

2. Soient S et S’ deux parties d’une algeébre de Boole B telles que S € S’. Si S
est génératrice, S’ Uest aussi.

Démonstration.

1. Lensemble des 2" mintermes des éléments de S’ est égal a 'ensemble des
2™ mintermes des éléments de S (si cardS = n). Les atomes de B sont
donc les mintermes non nuls des éléments de S’. D’apres le théoréme
1.34, S’ engendre B.

2. Soient S = {a,,...,a,} et S = SU {a;,...,a;}. Alors %(aq,...,a,) €
Y(ay,...,a,,al,. ..,a;) C B. Or S est une partie génératrice de B, donc
%(ay,...,a,) = B. Les inclusions deviennent donc des égalités et ¥4(a;,
ey Oy, A, e, a;) = B. Donc S’ engendre B.

O

Théoreme 1.36. Soit B une algébre de Boole finie ayant 2" éléments. Soit q le
plus petit entier tel que n < 24, Toute partie génératrice de B admet au moins q
éléments, et il existe au moins une partie génératrice de B a q éléments.

Démonstration. Montrons d’abord que toute partie génératrice de B admet a
au moins g éléments. Supposons que S = {a,...,a,} soit une partie généra-
trice de B avec r < q. Alors le nombre de mintermes non nuls m est inférieur
ou égal a 2". Or nous savons que B = ¥%(a,,...,a,) et que card ¥(a,,...,a,) =
2m <22, Or r < q, ce qui contredit la définition de q.

Montrons qu'’il existe une partie génératrice de B a g éléments.

1. Supposons tout d’abord que n = 27 et montrons qu’il existe une par-
tie génératrice de B ayant g éléments. Nous savons d’apres le théoreme
1.33 que B possede une partie libre a q éléments, S = {al,...,aq}.
Les 27 mintermes non nuls de a,,...,a, sont les atomes de la sous al-
gebre Y(ay,...,a,). Dot card ¥(ay,...,a,) = 2% = 2" = cardB. Do
%(ay,...,a,) =B et S est une partie génératrice de B.
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2. Si n n’est pas une puissance de 2, soit g le plus petit entier tel que
n < 29, Montrons qu’il existe au moins une partie génératrice avec q
éléments. D’apreés le théoréme de Stone, il suffit de le prouver pour les al-
gebres de Boole de la forme 2 (N’ ). Posons E,, = N'. Alors card 2 (E,,) =
2" et card @ (Ey) = 2% avec n < 2%, D'aprés 1, 2 (Ey) admet une
partie génératrice a q éléments, S = {Al,...,Aq}. Montrons que S’ =
{A1 NE,,...,A;N En} est une partie génératrice de Z(E,).

Toute partie A de E, est aussi une partie de E,;, donc A peut s’écrire
sous forme de réunion de mintermes A;,...,A; : A= U ;m; avec m; un

minterme non nul de A;,...,A;. Donc A= ANE, = (U] mj) NE, =

U I (mj N En). Or Pintersection de E, avec un minterme de A, ..., A, est
un minterme de A} NE,,...,A NE, :
Supposons que B; N --- N B, soit un minterme de A,,...,A,. Alors E, N

(Bi N---N Bq) peut se réecrire de la fagon suivante :

q
[ (E;+;B))
j=1

ou
F;=E, et +;=nN siB;=A,
D’ou
E, N (B,N---NB,) =K
j=1
ou

Donc §' = {Al NEp...,A N En} est une partie génératrice de Z(E,,).
O

Exemples.
1. (#(E;),U,N,) contient 2° = 8 éléments. ¢ = 2 est le plus petit entier
N tel que 3 < 29. Toute partie génératrice de Z(E;) posseéde au moins
deux éléments :

{11}, {2335 113,41, 2335 {41}, {21, {1, 3}}

sont des parties génératrices.
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2. (2(E4),u,n,) contient 2* = 16 éléments. ¢ = 2 est le plus petit entier
tel que 2 < 29. Toute partie génératrice de 2 (N) possede au moins 2
éléments : {{1,2},{2,3}} est une partie génératrice de 2 (N,).

Théoréme 1.37. Une algébre de Boole ayant 2" éléments admet une base si et
seulement si Uexposant n est une puissance de 2 (n = 2P). Dans ce cas, toutes les
bases ont p éléments.

Démonstration. Soit B une algébre de Boole ayant 2" éléments et admettant
une base S contenant p éléments. Alors 27 < n car S est libre et 2° > n car S
est génératrice. D’ou n = 2P. Au cours de la démonstration du théoreme 1.36
nous avons montré que si n était de la forme n = 27, il existe une partie libre
de B qui est aussi génératrice, donc c’est une base de B. O

Théoréme 1.38. Soit B une algébre de Boole ayant 2" éléments avec n = 2P.
Alors
1. Toute partie libre de p éléments de B est une base de B.

2. Toute partie génératrice de p éléments de B est une base de B.

Démonstration.

1. C’est toujours le théoréme 1.36.

2. Soit S = {a,,...,a,} une partie génératrice de B. Supposons qu’il y ait
un minterme nul parmi les 2”7 mintermes de a,,...,a,. Le nombre de
mintermes non nuls m est donc strictement inférieur a 2°. Or card ¥(a,,
..., a,) = 2™ = cardB = 2% d’ott m = 2P. Contradiction, il n’y a donc
pas de minterme nul et S est une partie libre de B, donc une base de B.

[l

Définition 1.40. Une fonction booléenne de n variables binaires est une ap-
plication de {0, 1}" vers {0, 1}.
Exemples.

1. Soit f : {0,1}* — {0,1} définie par

(0,0)—0
(0,1)—1
(1,0)—1
(1,1)—0
f est une fonction booléenne a deux variables binaires. On peut I'écrire

de facon littérale f(x,y) = Xy + xy, ou x,y et f(x,y) sont dans I'al-
gebre de Boole ({0, 1},+,-,).
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2. Toute expression booléenne des éléments x, ..., x, de I'algebre ({0, 1},
+, -,7) définit une fonction booléenne. Ainsi 'expression X + yz donne
la fonction a trois variables f : {0,1}® — {0, 1} définie par (x,y,z) —
X + yz. On lui associe la table

|x y z||5c+j/z|
0 0 O 1
0 01 1
01 0 1
0 11 1
1 00 0
1 01 1
1 10 0
1 11 0

Remarque. Lensemble &, des fonctions booléennes de n variables contient 2N
éléments (N = 2"). On y définit trois opérations : +,~, de la facon suivante

(fF&)(xy, e x) = f oy, -, ) + (X1, o0, X,)
(ffg)(xlz"'axn):f(xlﬁ"'axn)'g(xls"'zxn)

;(xl,...,xn)=f(x1,...,xn)

Muni de ces trois opérations, %, a une structure d’algebre de Boole induite
par celle de ({0,1},+,-,). D’apres le théoréme de Stone, ({0,1}"N,+,-,) et
(Z,,+,%) sont isomorphes a (@ (Ey), U, N, () donc isomorphes entre elles.

Théoréme 1.39. Soit {a;,...,a,} une base de {0,1}N (N = 2") et prenons un
élément quelconque de {0,1}" (= %(ay,...,a,)) qui a été écrit sous la forme
d’une expression booléenne f(ay,...,a,). Soit ¥ : {0, 1}N — Z, qui a cet élément
associe la fonction booléenne f de {0,1}" dans {0,1}

v :{0,1}N - 7,
f(ala”'ian)'_)f

Alors W est un isomorphisme d’algébre de Boole.

Démonstration. Soient {a,,...,a,} une base de {0,1}" et a = f(ay,...,a,),
b=g(ay,...,a,). Sia# b, leurs décompositions disjonctives sont donc diffé-
rentes donc f et g sont différentes et ¥ est injective. Or card{0, 1} = 2N =
card Z,. D'ou W est bijective. La propriété d’homomorphisme se montre faci-
lement. O
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Remarques.

1. 1l existe 2N fonctions booléennes & n variables (N = 2"), ce nombre croit
trés vite avec la valeur de n.

n=2 22" = 16

n=3 22’ — 256

n=4 22" = 65536

n=>5 22’ = 4294967296

2. On définit pour les fonctions booléennes, comme pour les expressions
booléennes, une forme normale disjonctive (EN.D.) et une forme nor-
male conjonctive (EN.C.). On utilise, pour les écrire a partir de la table
des valeurs de la fonction, le procédé suivant :

— Pour la EN.D. : on repere les vecteurs binaires correspondant aux va-
leurs 1 de la fonction. Ensuite on écrit le minterme correspondant et
enfin on fait la somme de ces mintermes. Pour f(x,y,z) =X + yz

flx,y,2)=Xyz2+Xyz+Xyz+Xyz+xyz

— Pour la EN.C. : on repere les vecteurs binaires ayant pour image 0.
Ensuite on écrit le maxterme correspondant, puis on fait le produit
de ces maxtermes. Pour écrire le maxterme correspondant au vecteur
dont I'image est 0, on écrit le littéral correspondant s’il est égal a 0 et
son complément s’il est égal a 1. Pour f(x,y,z) =X+ yz

fl,y,2)=(x+y+z2)(x+y+2)(x+y+2)



Chapitre 2

Logique

2.1 Calcul propositionnel

Définition 2.1. Une proposition est un énoncé déclaratif susceptible de vérité
ou de fausseté.

Exemple. « Il pleut » est une proposition. « Quelle heure est-il ? » n’est pas une
proposition, « Apprenez vos lecons ! » non plus.

Notation. Si p et g sont deux propositions quelconques, p : V (ou p : 1) se
lira : la valeur de vérité de la proposition p est « vrai ». p : F (ou p : 0) se lira :
la valeur de vérité de la proposition p est « faux ». V et F s’appellent les valeurs
de vérité.

Remarque. Dans la logique classique, il n’y a que ces deux valeurs de vérité.
Dans les logiques contemporaines (logique floue) il peut y en avoir plusieurs
et méme une infinité organisée en treillis.

2.1.1 Les formules

Définition 2.2. On appelle variable propositionnelle tout élément d’'un en-
semble P non vide, fini ou infini. En général on utilisera les lettres de I'alpha-
bet, éventuellement affectées d’indices.

On appelle symbole de connecteur propositionnel tout élément d’'un en-
semble S = {—,V,A,=, <= } qu'on lit « non », « ou », « et », « implique », «
équivaut a » et que I'on suppose ne pas appartenir a P.

On appelle « parenthese ouvrante » et « parenthése fermante » les deux
symboles « ( » et « ) » que 'on suppose ne pas appartenir a PUS.

Définition 2.3. 1. Toute variable propositionnelle est une formule.

58
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2. SiF est une formule, —(F) est une formule.

3. SiF et G sont des formules, (FAG), (FVG), (F= G) et (F < G) sont
aussi des formules.

4. Rien n’est une formule, sauf ce qu’on a obtenu par application des regles
1,2, 3.
Exemple.
1. =(p = q) est une formule.
2. ((p=29Vip=>-9)A((pAqQV(—pA-q)) est une formule.
3. ( n’est pas une formule.

4. pqVv ==)( n’est pas une formule.

2.1.2 Regles de simplification de I’écriture
1. Suppression des parenthéses placées de part et d’autre d’une variable
propositionnelle : =(A) s’écrit —A, (A) V (B) s’écrit AV B.

2. Suppression des parentheses qui séparent des négations consécutives.
—(=(=(=(=(AVB))))) sécrit ————-(AVB)

3. Regle de préséance entre les connecteurs : on convient que V et A do-
minent -, on convient que = et <= dominent V et A. Par exemple :
=AV B = C doit se lire (=(A) v (B)) = (C).

(((=(A) v (B)) = (C)) <= ((=(=(B))) A (=(C)))
l
(FAVB=C) < (-—BA-C)

2.1.3 Notation polonaise (de Lukasienviez)

Cette notation permet de ne pas utiliser de parenthése. On utilise les connec-}
teurs comme des symboles de fonction a une ou deux places : elle réduit le
nombre de symbole mais ne facilite pas la lecture.

Exemple.
1. (AVB)= (-B=(CVD))sécrira= VAB = —-BV CD
2. (FAVB = C) <= (==B A ~C) devient = V=ABC A ==B~C
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2.1.4 Valeur de vérité d’une formule

On va définir les valeurs de vérité des formules élémentaires. Le mode de
construction des formules plus complexes permettra toujours de s’y ramener.

1. La négation.

2. La conjonction.

E ]
p P\ P
p A\ P
A p| P
A 1| A
3. La disjonction.
lp q|pVva]
p P P
A A
A p| A
A 1| A
4. Limplication,
lp qlp=4q]|
pp| A
p 1| A
A p| P
A A A
5. La double implication,
[p_dqprdg]
p p| A
p A\ P
A P P
A 1| A

Le nombre de tables de vérité que I'on peut construire ne dépend que du
nombre de variables utilisées : si une formule a n variables, sa table corres-
pondra a I'une des 22" applications de {0, A}" dans {,0, A}. Le nombre de
formules a n variables est infini. Par contre le nombre de tables possibles est
fini. On en profite pour « classer » ces formules en comparant leurs tables de
Vérité.
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Définition 2.4. Deux formules F et G du calcul propositionnel (C.R) sont dites
synonymes si elles contiennent les mémes variables et que leurs tables de vé-
rité sont identiques.

Remarque. On peut élargir cette définition a des formules qui n’ont pas exacte-
ment le méme nombre de variables, a condition qu’il y en ait une qui contient
I'ensemble des variables de l'autre, si toute distribution de valeurs de vérité
appliquée aux variables communes donne la méme valeur aux formules.

Notation. F synonyme de G s’écrira F = G.
Exemples. p=>q=-pVvq,~(pvVg)=-pA—-q, ~(pAqg)=—pVq.

Définition 2.5. On dira qu'une formule est une tautologie si quelques soient
les valeurs de vérité affectées a ses variables, la valeur de vérité de cette for-
mule est toujours « vrai » ().

Exemple. pV-p, (p=>q) < (—pVq)

Définition 2.6. On dira qu'une formule est une contradiction, ou une antilo-
gie, si quelques soient les valeurs de vérité affectées a ses variables, la valeur
de vérité de cette formule est toujours « faux » (0).

Exemple. p A —p, =((p = q) < (—=q = —p)).

2.1.5 Formes normales, disjonctives et conjonctives

Définition 2.7. Soit F une formule.

1. On appellera forme disjonctive (resp. conjonctive) de F, toute formule
synonyme de F qui sera écrite avec les mémes variables sous forme de
disjonctions de conjonctions de ces variables ou de leurs négations (resp.
de conjonctions de disjonctions des ces variables ou de leurs négations).

2. On appellera forme normale disjonctive (distinguée) de la formule F,
que 'on notera EN.D. toute forme disjonctive de F dont tous les membres
conjonctifs contiennent une fois et une seule chaque variable figurant
dans F, précédée du signe — ou pas. On définit la forme normale conjonc-
tive dans le méme tonneau.

Remarque. Si F a pour variables propositionnelles A,,...,A, alors sa forme
normale disjonctive a pour allure \/, (Ao B;) o B; € { A}, ..., A, —A,,

B,).

JEN
..., 7A, }, et sa forme normale conjonctive a pour allure /\ iel(\/ jen:
Théoréme 2.1. Toute formule F admet une forme normale disjonctive et une
forme normale conjonctive.



CHAPITRE 2. LOGIQUE 62

Démonstration. Toute formule possede un nombre fini de variables proposi-
tionnelles. Sa table de vérité est donc la table d’une fonction booléenne. L’algo-
rithme décrit dans la deuxieme remarque suivant le théoreme 1.39 du chapitre
I nous donne sa forme normale disjonctive et sa forme normale conjonctive. Il
suffit de remplacer + par V, - par A et”par —. O

2.1.6 Conséquence tautologique et compacité

Définition 2.8. Soient A et B deux ensembles de formules du calcul proposi-
tionnel.

1. On dit que A est satisfiable s’il existe une distribution de valeurs de vérité
qui satisfait A, c’est a dire qui donne la valeur « vrai » a toute formule de
A. Cette distribution est alors appelée modele de A. On dit aussi que A
est compatible. Dans le cas contraire on dit que A est incompatible.

2. On dit que A est finiment satisfiable si tout sous ensemble fini de A est
satisfiable.

3. On dit que la formule G est une conséquence tautologique de A, ce que
I'on notera A E G, si tout modéle de A est un modéle de G.

4. On dit que A et B sont équivalents si toute formule de A est conséquence
tautologique de B, et toute formule de B conséquence tautologique de
A.

Remarque. Au lieu de « compatible » et « incompatible » on dit aussi « consis-
tant » et « inconsistant » (« contradictoire »).

Théoreme 2.2. Pour tout ensemble A de formules du calcul propositionnel, A est
satisfiable si et seulement si A est finiment satisfiable.

Démonstration. Hors programme, nécessite le théoreme de Tychonoff. O

On pourrait énoncer ce théoréme de deux autres fagons :

1. Pour tout ensemble A de formules du calcul propositionnel, A est contra-
dictoire si et seulement si A admet un sous ensemble fini contradictoire.

2. Pour tout ensemble A de formules du calcul propositionnel et pour toute
formule F, F est une conséquence tautologique de A si et seulement si F
est une conséquence tautologique d’'une partie finie de A.
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2.1.7 Déduction formelle en calcul propositionnel

On écrira X - A si I'on peut obtenir la formule A a partir de 'ensemble de
formules X par simple application de ces regles, que 'on nomme en général «
regles primitives ».

Par convention, X est un ensemble de propositions appelées prémisses, A
et B des propositions, et les ensembles 3 U {A} et & U X’ seront notés respecti-
vement 3, A et 3, 3. Le signe | se lit « produit » ou « donne ». Décriture X - A
n’est pas une formule du langage, mais une proposition du métalangage.

1. (Ref) Réflexivité :
AFA.

2. (+) Addition des prémisses :
Si Nk A,
alors 2, ' F A.
3. (——) —-élimination :
Si X, -AF B,
¥, -AF —B,
alors X F A.
4. (= —) =-élimination :
SiX+FA=B,
Y EA,
alors X F B.

5. (= +) =-introduction :
Si 3, AF B,
alors X + A= B.
6. (A—) A-élimination :
SiZFAAB,
alors X F A,
>+ B.

7. (A+) A-introduction :
Si A,
Y+ B,
alors X - AAB.
8. (V—) V-élimination :
Siy,AFC,
%,BFC,
alors >,AVBF C.

9. (v+) V-introduction :
SinFA,
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alors > FAVB,
Y FBVA.

10. (< —) < -élimination :
SiXFA < B,
Y HA,
alors X I B.
SiXFA < B,
»F B,
alors X F A.

11. (< +) < -introduction :
Si X, AR B,
Y, BFA,
alors > FA < B.

12. (€) appartenance :
SiAeY,
alors X A.

Définition 2.9. On dit que A se déduit formellement de X, ce que I'on notera
% F A, siet seulement si X - A est obtenu en appliquant un nombre fini de fois
les regles de déduction formelles.

Autrement dit, 2 - A si et seulement s’il existe une suite finie X; - A;, X,
A,, ..., 5, F A, telle que chaque terme %, - A, (k =2,...,n) est engendré a
partir d'une regle de déduction formelle a partir d’'un ou de plusieurs termes
le précédant, et que ¥, = X et A, = A. La suite &, - A,, ..., X, F A, sappelle
preuve formelle de X F A.

Exemples.

1. Prouvons (€) : si A € T alors X F A. Soit &/ = X — {A}.
(a) AFA
b) ALY FA

2. Supposons X = {A = B,B = C}. On voudrait X + A = C.
(a) X,AF A= B dapres (€)
(b) X,AF A d’apres (€)
(c) X,AF B dapres (= —) et (a), (b)
(d) X,AFB= Cdapres (€)
(e) X,AF Cdapres (= —) et (c), (d)
(f) A= Cdapres (= +) et (e)
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2.1.8 Complétude du calcul propositionnel

Théoreme 2.3. Dans le calcul propositionnel, si & F A alors ¥ F A et récipro-
quement.

Démonstration. Hors programme. O

2.2 Lalogique du premier ordre

2.2.1 Introduction

Examinons le raisonnement suivant : Si Napoléon était mexicain, il aurait
été américain ; il n’était pas américain donc il n’était pas mexicain. Si on pose
P = Napoléon mexicain et Q = Napoléon américain, ce raisonnement pourrait
étre schématisé par : P = Q,—Q = —P.

Par contre : Titi est un canari, les canaris ne sont pas migrateurs, donc Titi
n’est pas migrateur. Ce raisonnement ne peut s’écrire que sous la forme P,Q -
R en calcul propositionnel, ce qui ne peut faire 'objet d'une démonstration.
Le raisonnement ici a la forme suivante : m a la propriété F, aucun n’ayant la
propriété F n’a la propriété G, donc m n’a pas la propriété G.

On a donc la nécessité d’introduire des symboles de relation décrivant le
fait d’avoir une propriété. On les appellera des « prédicats ». De plus, pour
décrire les situations ou certains possedent une propriété, ou bien ou tous
possedent cette propriété, nous utiliserons des symboles appelés « quantifica-
teurs ».

2.2.2 La syntaxe

Définition 2.10. Le langage du premier ordre, ou langage des prédicats, est
un ensemble L de symboles qui se compose de deux parties :

1. La premiere est constituée :
— d’un ensemble infini dénombrable ¥ = {vy,v;,...,V,,...} dont les élé-
ments sont appelés variables,
— des parenthese « (» et « ) »,
— des symboles de connecteurs {—,V,A,=, <},
— de deux nouveaux symboles :
— V appelé quantificateur universel, et qui se lit « quelque soit », ou
« pour tout »,
— J appelé quantificateur existentiel, et qui se lit « il existe », ou « pour
au moins un ».
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2. La seconde est la réunion d'un ensemble ¢ et de deux suites (F,),cy et

(R, )nen d’ensembles deux a deux disjoints et tous deux disjoints de €.

— Les éléments de ¥ sont appelés symboles de constantes.

— Pour chaque entier n = 1, les éléments de F, sont appelés symboles
de fonctions (ou symboles fonctionnels) a n places (ou a n argument,
ou n-aires, ou d’arité n), et les éléments de R, sont appelés symboles
de relations (ou symboles de prédicats, ou symboles relationnels) a n
places (ou a n arguments, ou n-aire, ou d’arité n).

Remarque. Le plus souvent on distingue un symbole ~~, ou ~, appelé symbole
d’égalité ; c’est un élément de R,.

Définition 2.11. U'ensemble 7 (L) des termes du langage L est le plus petit
sous ensemble de .# (L), 'ensemble des mots de L (ou suite finie de symboles
de L), qui :

1. contient les variables et les symboles de constantes (¥ U 6),

2. est stable, pour chaque entier n = 1 et chaque f € F, pour 'opération
(my,...,m,)— fm,...m, ol my,...,m, sont des termes.

Définition 2.12. U'ensemble .&/(L) des formes atomiques du langage L est
constitué de deux types de formules :
— SiR estunerelation n-aire, t4,..., t, sont des termes du langage, Rt; ...t}
est une formule atomique.
- Si t; et t, sont deux termes de L, ~ (t;,t,) est une formule atomique
(en général on écrit t; ~ t,).

Définition 2.13. L'ensemble % (L) des formules du premier ordre est le plus
petit sous ensemble de .# (L) qui :
— contient toutes les formules atomiques.
— chaque fois qu’il contient deux mots M et N, contient également les
mots : "M, (M AN), (MVN), (M = N), (M <= N), et pour tout
entier n, les mots Vv,M et dv, M.

Définition 2.14. Soient F € Z (L), k € N, et v, une variable de L.

— SiF est atomique, toutes les occurrences de v, dans F sont libres.

— Si F = G, les occurrences libres de v, dans F sont les occurrences libres
de v, dans G.

- SiF = (GaH), a € {A,V,=, <}, les occurrences libres de v, dans F
sont les occurrences libres de v, dans G et les occurrences libres de v,
dans H.

- Si F = Vv,G ou 3v,G (h # k), les occurrences libres de v, dans F sont les
occurrences libres de v, dans G.
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- Si F = Vv.G ou Vv.F, aucune des occurrences de v, dans F est une
occurrence libre.

Remarque.

1. Les occurrences de v, dans F qui ne sont pas libres sont appelées occur-
rences liées.

2. Dans le passage de la formule G a la forme Vv,.G (resp. 3v,G) on dit que
la variable v, a été quantifiée universellement (resp. existentiellement)
ou encore que G a subi une quantification universelle (resp. existentielle)
pour la variable v,.

Exemple. Considérons le langage L = {R, ¢, f } ou R est un symbole de relation
binaire, ¢ un symbole de constante, f un symbole de relation unaire. Soit
F = Vv (3, Vv (Rvy vy = vy & V) A VY, (v, (R vy A fyg & ¢) A (v, & vy))).
Toutes les occurrences de v, et v, sont liées. Les deux premieres occurrences
de v; sont liées tandis que la troisieme est libre. L'unique occurrence de v, est
libre.

Définition 2.15. Les variables libres dans une formule F € Z (L) sont les va-
riables qui admettent au moins une occurrence libre dans F.
Une formule close est une formule dans laquelle aucune variable n’est libre.

Notation. On notera (L) 'ensemble des formules closes du langage L.

Définition 2.16. On appelle champ d’un quantificateur la formule a laquelle
il sapplique.

Exemple. Vx[H(x)AG(b,x) = AyIz(F(y)AF(2)Ax ~ f(¥,2))]
Le champ de Vx est []. Le champ de dy est 3(). Le champ de 3z est ().

2.2.3 La sémantique

Définition 2.17. Une interprétation I du langage du premier ordre consiste
en un domaine D et une fonction notée I, dont le domaine de définition sera
l'ensemble des symboles non logiques et telle que a', F' et f! représentent
I(a),I(F) et I(f ) ou a est un symbole de variable ou de constante, F un symbole
de prédicat, et f un symbole de fonction, on ait :

1. d'eD

2. FcD"

3. fl:D"—>D
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Notation. On notera t' la valeur d’'un terme clos dans l'interprétation I, et Al
la valeur de la formule close A dans I'interprétation I.

Définition 2.18. La valeur d'un terme clos dans l'interprétation I de domaine
D est définie comme suit par récurrence :

1. Siae YU¥,aleD

2. (f(ty, ..t D' =f1(tL,..., t)) ol ty,..., t, sont des termes clos.

Définition 2.19. La valeur d’une formule close dans l'interprétation I de do-
maine D est définie comme suit par récurrence :

Asi(tl,..., t1)eF ]
1. F(ty,...,t,)' = {X) . (t; ) ti,...,t, étant des termes clos.
sinon
Asitl=t!
(ty~ ) = ! >
0 sinon

. AI —
2. (~ay= | ASA =0
0 sinon
3. (AnB)i= | ASIA=B=A
D sinon
4 (Avp)i= | ASIA=AouB =1
) 0 sinon
5. (A= B)l = AsiAl=1ousiB'=/1
' ~ | P sinon
6. (A < B)' = AsiA' =B
' £ sinon
A si pour tout a € D quand on affecte a a u, A(u)' =1,
7. VxA(x)' = { u nayant pas d’occurrence dans A(x)
0 sinon
A sipour un a € D quand on affecte a a u, A(u)' =1,
8. dxA(x)' = { u n’ayant pas d’occurrence dans A(x)

0 sinon

Remarques.
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1. On peut montrer, par récurrence sur la complexité de t et de A, que si I
est une interprétation de domaine D, t un terme clos et A une formule
close,ona: tleD,etAle {0, 1}.

2. Les définitions 2.18 et 2.19 reglent les cas des termes clos et des formules
closes, mais ne disent pas comment interpréter les termes non clos et les
formules contenant des symboles de variables libres.

— Un terme contenant n symboles de variables libres sera interprété non
comme un élément de D, mais comme une fonction n-aire sur D.

— Une formule contenant n symboles de variables libres, ne sera pas
interprétée en terme de /A ou 0, mais comme une fonction proposi-
tionnelle n-aire sur D.

Ainsi les valeurs des termes et formules non clos dépenderont non seule-

ment des interprétations, mais aussi des affectations des symboles de

variables libres qui y figurent.

Définition 2.20. Une affectation dans une interprétation I de domaine D est
un remplacement, lors de l'interprétation d’'une formule, de ses symboles de
variables libres par des éléments de D.

Notation. On utilisera la lettre s pour désigner une affectation, et u° 'élément
de D affecté au symbole de variable u par s. La valeur d'un terme t dans l'inter-
prétation I avec I'affectation s et la valeur d'une formule A dans l'interprétation
I avec s seront notés t"* et A respectivement.

Définition 2.21. La valeur des termes dans I'interprétation I avec 'affectation
s est définie par récurrence comme suit :

1. d¥*=a'eDsiae %.

2. U =u*eDsiue¥.

30 flty, .o t ) = FIE, Lt
Notation. Soit a € D. On notera s(u/a) 'affectation qui coincide avec s sauf
en u ot ™% = q. Par conséquent pour tout symbole de variable libre v,

asiv=u
/) —

v*® sinon

Définition 2.22. La valeur des formules dans I'interprétation I de domaine D,
avec l'affectation s est définie comme suit par récurrence :

. Is 1, 1
Asi(ty,...,t°)€F

1. F(ty,...,t )" =
(& ) 0 sinon

Is _ Ls
Asity =t

t) A ty) =
(6~ 1) Q0 sinon
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5 (mAYs = | ASIAY =P
' £ sinon
3. (AnBys = | ASTAT =B =1
' £ sinon
4 (aveys={A° AT =RouBr =1
' | B sinon
5. (A= B)* — AsiA¥ =pousiB¥ =1
) | B sinon
6. (A e pys = | ASIAT =B
) | B sinon
1 si pour tout a € D, A(u)»*®W =1,
7. VxA(x)" = { u n’ayant pas d’occurrence dans A(x).
0 sinon
A si pour un a € D, A(u)»*®® =1,
8. dxA(x)" = { u n’ayant pas d’occurrence dans A(x).
0 sinon
Remarques.

1. On montre par récurrence sur la complexité du terme t ou de la formule
A, que si I est une interprétation de domaine D et s une affectation de I,
t eD, et A¥ € {p, 1}.

2. Dans I’évaluation de t ou de A dans l'interprétation I avec l'affectation
s, on a seulement besoin d’'un nombre fini d’informations concernant
a,F', fl et u® ol1 a,F et f représentent les symboles non logiques et les
symboles de variables libres figurant dans ¢t ou dans A.

3. Dans le cas oui t et A sont clos, I'affectation s des définitions 2.21 et 2.22
n’intervient pas du tout.

Exemples.

t = f(gla),f(b,c)),
t; = f(g), f(v,c)),
A= f(g(b),gw))=g),
B =Vx3y(F(y)AG(x,y)),
C=Vx[H(x)AG(b,x)=IyIz(F(y)AF(z)AXx = f(x,¥))]
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Supposons que I soit une interprétation de domaine N et s une affectation de
I dans laquelle :
—a=1,b'=2c'=3,
- u¥ =4, y¥ =5,
F'(x) : « x est premier »,
Gl(x,y):«x<yn»,
H'(x) : « x est pair »,
- f!:l'addition,
— g': élever au carré.
Alors :
— 11124 (243)=6, t;° : 16+ (5+3) = 24,
— A% : 22+ 4% =52 ce qui a pour valeur 0,
— BY : « pour chaque entier naturel on peut trouver un entier premier plus
grand », valeur [,
— C" : « tout entier pair plus grand que 2 (strictement) est égal & la somme
de deux entiers premiers », conjecture de Goldbach.

2.2.4 Conséquence logique
Définition 2.23. Soit ¥ un ensemble de formules du langage L (X € Z(L)).
On dira

sis | A sipour tout B de X, Bls =1
| 0 sinon

Remarque. Si % € (L), alors s n’intervient pas.

Définition 2.24 (Satisfiabilité). ¥ C (L) est satisfiable si et seulement s’il
existe une interprétation I telle que ' = 1.

% € Z (L) est satisfiable si et seulement s’il existe une interprétation I avec
une affectation s telle que X% = 1.

Lorsque ¥ C #(L) et &' =1 on dit que I satisfait ¥ ou que I est un modéle
de X, ou que X est vrai dans I. On le note I F 2.

Lorsque X € Z(L) et = = 4, on dit que I satisfait ¥ avec s, ou s satisfait
> dansIetonlenote I .

Définition 2.25 (Validité). On dit que A € (L) est valide si et seulement
si, pour toute interprétation I, I F A. On dit que A € Z(L) est valide si et
seulement si, pour toute interprétation I et toute affectations € I, [ £, A.
Remarques.

1. On dit parfois « universellement valide » au lieu de « valide ».
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2. Une formule valide est donc une formule vraie de par sa forme, indé-
pendamment du sens qu'on peut donner aux symboles non logiques qui
y figurent et aux affectations possibles de ses variables libres.

3. Une formule satisfiable est une formule qui est vraie dans une interpré-
tation et une affectation données.

4. Les formules valides du langage du premier ordre jouent le réle des tau-
tologies du calcul propositionnel, avec toutefois une différence sensible :
pour savoir si une formule du calcul propositionnel est une tautologie
on dispose d’algorithmes (par exemple les tables de vérité), pour les for-
mules du premier ordre, on doit examiner toutes les interprétations, et
affectations dans ces interprétations, dans des ensembles de cardinaux
infinis : il est clair qu'en général il n’y a pas de méthode pour évaluer
VxA(x)" en un nombre fini d’étapes si le domaine D de I est infini.

Il est parfois possible de le faire, mais Alonzo Church a montré en 1936
qu’il existait des formules du premier ordre pour lesquelles on n’a pas
d’algorithme montrant la validité ou I'invalidité.

Définition 2.26. Une tautologie du langage du premier ordre est une formule
obtenue a partir d'une tautologie du calcul propositionnel en substituant des
formules du premier ordre aux variables propositionnelles.

Exemples. A = AV B est une tautologie du premier ordre. F(u) = F(u) v
G(b,v), 3F(x) = IF(x)VvVyH(y) en sont également. En revanche, Vx(F(x) =
F(x)) est valide mais n’est pas une tautologie du premier ordre.

Définition 2.27 (Conséquence logique). Si X € Z (L) et A € Z (L), on dit que
A est une conséquence logique de X, et on le note X F A, si et seulement si
pour toute interprétation I et toute affectation s dans I,

IF, ¥ entralne I K, A

Remarques.
1. Dans le cas ou @ F A, A est valide.

2. Les notations ¥ et =4 signifient respectivement que 'on a pas X F A, et
que si A et B sont deux formules on a A F B et B F A. Dans ce dernier
cas, on dit que A et B sont logiquement équivalents.

Exemple. (Vx)(—A(x)) ¥ —=((3x)A(x)) signifie qu’il existe une interprétation
I de domaine D et une affectation s dans I tels que :

L (Vx)(=A(x))" =1
2. =((3AG))” =0
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Considérons A(u) obtenu a partir de A(x) en substituant a u, qui ne figure pas
dans A(x), & x. Par 1 nous avons : (=(A(u)))*®/® =1 pour tout a € D. D’oll
pour tout a €D,

3. AV =p
Or 2 le contredit : (AxA(x)) =A. Dot (Vx(—A(x))) E =~((Fx)A(x)).

Théoréme 2.4. Supposons A |=A’, B |=B’, C(u) ==C'(u). Alors
1. —A -A/
2. AABEA' AP
3. AVBEA'VEB
4. A>BHA =B
5. A<~ BHA < B
6. VxC(x)=VxC'(x)
7. AxC(x) =3xC'(x)
Démonstration. De 1 a 5, comme dans le calcul propositionnel. Montrons 6.
Soient I une interprétation de domaine D et s une affectation dans I. Suppo-
sons VxC(x)" =1 (1). Considérons C(u) et C'(u) oll u n’a d’occurrence ni dans
C(x) ni dans C'(x). De (1) on déduit que pour tout a de D, C(u)*®/® =1 (2).
D’apres le (2) et les hypotheses du théoréme 2.4, on obtient que pour tout a €

D, C'(u)*®/® = 1 et par conséquent VxC'(x)* = 1. D'ot1 YxC(x) E VxC'(x).
La réciproque et 7 s'obtiennent parallélement. O

Théoréme 2.5. Supposons que B =C et que U'on ait obtenu A’ a partir de A, en
remplagant certaines occurrences de B dans A, mais pas nécessairement toutes,
par C. Alors A ==A'.

Démonstration. Raisonnement par récurrence sur la complexité de A. O

Théoreme 2.6. Soient A une formule composée d’atomes de L, des connecteurs
=, A, V et des deux quantificateurs, et A’ obtenue a partir de A en échangeant A
avec V, Y avec 3, et chaque atome avec sa négation. Alors A’ = —-A.

Démonstration. Par récurrence sur la complexité de A. m

2.2.5 Déduction formelle

La déduction formelle en logique du premier ordre ressemble a la déduc-
tion formelle en calcul propositionnel a ceci pres qu’on introduit des regles
supplémentaires concernant les quantificateurs.
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Définition 2.28 (Déduction formelle). Soit ¥ € Z(L) et A € Z(L). On dit
que A est formellement déductible de X en logique du premier ordre si et
seulement si 2 - A peut étre obtenu a partir des 17 (ou 18) regles de déduction
formelle.

Remarque. En notant Vx;x,...x, I'écriture Vx;Vx,...Vx, et 3x;x,...x, I'écri-
ture 3x;3dx,...3dx,, on peut généraliser les nouvelles regles de déduction que
I'on vient d’ajouter. Par exemple :

(V=) SiXhkVx;...x,A(xq,...,x,)alors ZFA(tq,...,t,)

Théoréme 2.7. Dans la logique du premier ordre, si & € Z(L) et A € Z (L),
Y F A si et seulement si & - A.

Démonstration. Par cas sur l'utilisation des regles. m

2.2.6 Mise sous forme prénexe

Théoréme 2.8. Supposons B H C et que l'on obtienne A’ a partir de A en rem-
placant quelques occurrences de B par C dans A. Alors AH A’

Démonstration. Récurrence sur la complexité de A. O

Théoréme 2.9. Soit A une formule composée d’atomes de 1, de connecteurs
-, A,V et des deux quantificateurs respectant les régles de formation des formules.
Soit A’ la formule duale de A (on échange A et Vv, 3 et V, chaque atome avec sa
négation). Alors —"AH A'.

Démonstration. Récurrence sur la complexité de A. O

Définition 2.29. On dit qu'une formule est sous forme prénexe si elle est de
la forme Q;x; ...Q,x,B ol pour tout i € N*, Q; est soit 3, soit V, et B est sans
quantificateur. Qx; ...Q,x, est appelé le préfixe et B la matrice.

Théoreéme 2.10. Supposons qu’on obtienne A’ a partir de A, en remplacant dans
A, quelques occurrences de QxB(x) par QyB(y). Alors A A" et AH A’

Démonstration. Par récurrence sur la complexité de A. O

Théoreme 2.11. Toute formule est équivalente a une formule sous forme pré-
nexe.

Démonstration. Nous avons :
1. A>B|=—-AVB
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2. A <= BF(-AVB)A(AV-B)

3. A <= BFH(AAB)V(-AA-B)

4. =—A A

5. °QxA(x) F=0x—-A(x), ot J est V et V est 3.

6. AAQxB(x) —Qx(AAB(x)) si x n’a pas d’occurrence dans A.
7. AV QxB(x) —Qx(AV B(x))

8. VxA(x)AVxB(x) =Vx(A(x) AB(x))

9. dxA(x) Vv IxB(x) FH3x(A(x) v B(x))

10. Q;xA(x) A Qu¥B(y) FHQ1xQ,y (A(x) AB(y))

11. Q;xA(x) V Q¥yB(¥) FHQ:xQ,y(A(x) V B(y))

ol les notations = peuvent étre remplacées par H.

Grace aux théoremes de remplacement des formules équivalentes et a 1,
2, et 3, on peut remplacer = et <= par —,V, A. Grace a 4 on peut supprimer
les doubles négations et simplifier les formules. Les regles 5 a 11 permettent
de bouger les quantificateurs vers la gauche. Lorsqu’une formule prenexe a été
obtenue par application des régles 1 a 11, elle est équivalente a la formule de
départ. m

Exemple.

= [Vx3yF(u,x,y) = Ix(=VyG(y,v) = H(x))]
= [=Vx3yF(u,x,y) vV Ix(==VyG(y,v) vV H(x))]
—~=Vx3yF(u,x,y) A—3Ix(VyG(y,v) vV H(x))
Vx3yF(u,x,y) A—IxVy(G(y,v) VH(x))
Vx3dyF(u,x,y) AIxVy-(G(y,v)VH(x))
Vx3yF(u,x,y) AIxVy(=G(y,v) A ~H(x))
Vx(3yF(u, x,y) Ady(=G(y,v) A =H(x)))
Vx(3yF(u, x, y) A A2(=G(z,v) A =H(x)))
Vx3y3z(F(u, x, y) A —~(G(z,v) A =H(x)))
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