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Chapitre I

Séries numériques

I.1 Rappels sur les suites

Définition 1. Soit E un ensemble, on appelle suite d’éléments de E une appli-
cation u : N→ E définie par n 7→ u(n) = un. On dit aussi la suite (u0, . . . , un, . . . )
ou
�

un
�

n¾0. On peut aussi considérer des suites à partir d’un certain rang p.

Np =
�

n ∈ N/n¾ p
	

u :Np→ E

n 7→ u(n)

u, (un)n¾p,
�

up, up+1, . . .
�

Soit f : N→ N strictement croissante : ∀k ∈ N, f (k) < f (k+ 1). Soit
�

un
�

n¾0
une suite de E. On pose :







vk = u f (k)

k ∈ N
�

vk
�

k¾0 ,
�

u f (0), . . . , u f (n)

�

�

vk
�

k¾0 est dite extraite de
�

un
�

n¾0, ou sous-suite.

I.1.1 Limite d’une suite

u :N→ C
n 7→ u(n) = an+ i bn

3



CHAPITRE I. SÉRIES NUMÉRIQUES 4

Étudier
�

un
�

n¾0 équivaut à l’étude de
�

an
�

n¾0 et de
�

bn
�

n¾0.

(

u : N→ R
n→ u(n)

1er cas : limn→∞ = ` ∈ R

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N : ∀n¾ N(ε)⇒
�

�un− `
�

�¶ ε
�

�un− `
�

�¶ ε ⇐⇒ `− ε ¶ un ¶ `+ ε

On dira que
�

un
�

n¾0 est convergente et converge vers `.
2e cas : limn→∞ =+∞

∀A> 0,∃N(A) ∈ N : ∀n¾ N(A)⇒ un ¾ A

�

un
�

n¾0 est divergente et diverge vers +∞.
3e cas : limn→∞ =−∞

∀B> 0,∃N(B) ∈ N : ∀n¾ N(B)⇒ un ¶ A

4e cas : autres situations un = (−1)n

Proposition 1. Soit
�

un
�

n¾0 une suite convergente vers `. Alors :

1. toute sous-suite converge vers `,

2. la suite
�

un
�

n¾0 est bornée : ∃M¾ 0,∀n ∈ N
�

�un

�

�¶M.

I.1.2 Valeur d’adhérence d’une suite

On appelle valeur d’adhérence de
�

un
�

n¾0 tout réel α limite d’une sous-
suite.

Exemple.
un = (−1)n, u0 = 1

α=−1 et α= 1 sont des valeurs d’adhérence.

vk = u2k = 1 et wk = u2k+1 =−1

Si un −−→n→∞
` alors ` est la seule valeur d’adhérence de

�

un
�

n¾0.

Si
�

un
�

n¾0 est bornée, on peut alors extraire une sous-suite convergente.
(Bolzano-Weirstrass). Toute suite bornée admet au moins une valeur d’adhé-
rence. On note lim un ou lim un
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I.1.3 Suite de Cauchy

Soit
�

un
�

n¾0. On dira que
�

un
�

n¾0 est de Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N,∀p, q ¾ N(ε)⇒
�

�up − uq

�

�¶ ε

La limite éventuelle n’est pas dans la définition.

Proposition 2. (dans R ou C) Une suite
�

un
�

n¾0 (réelle ou complexe) est conver-
gente si et seulement si elle est de Cauchy.

I.1.4 Opérations sur les suites

(R ou C)
�

un
�

n¾0

�

vn
�

n¾0
–
�

un+ vn
�

n¾0 suite somme
–
�

un · vn
�

n¾0 suite produit
–
�

λun
�

n¾0 λ ∈ R ou C
–
�

un

vn

�

n¾0
(vn 6= 0)

On suppose : limn→∞ un = `, limn→∞ vn = `′. Alors :
– limn→∞(un+ vn) = `+ `′

– limn→∞(un · vn) = ``′

– limn→∞(λun) = λ` λ ∈ RouC
– limn→∞(

un

vn
) = `

`′
si `′ 6= 0 et vn 6= 0 pour n grand

–
�

�un

�

�−−→
n→∞

|`|

I.1.5 Propriété dans R
Si ∀n ¾ 0, un ¶ vn alors limn→∞ un ¶ limn→∞ vn de même si un ¶ vn est

vraie pour n¾ p.

Proposition 3. (Gendarmes) Si
�

un
�

n¾0,
�

vn
�

n¾0 et
�

wn
�

n¾0 sont trois suites
réelles avec :

un ¶ vn ¶ wn pour n assez grand

Si de plus limn→∞ un = limn→∞wn = ` alors limn→∞ vn = `.

I.1.6 Suites monotones et suites adjacentes
�

un
�

n¾0 est croissante si :

∀n¾ 0, un+1 ¾ un

(ou à partir d’un rang p). On note :
�

un
�

n¾0 ↗, et strictement croissante :
�

un
�

n¾0↗
st . Même notations avec↘ pour les suites décroissante.
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Proposition 4. Soient
�

un
�

n¾0,
�

vn
�

n¾0 deux suites réelles telles que :
–
�

un
�

n¾0 est croissante,
–
�

vn
�

n¾0 est décroissante,
– ∀n¾ 0, un ¶ vn.

Alors ces deux suites sont convergentes et limn→∞ un ¶ limn→∞ vn. Si de plus
(un− vn)−−→n→∞

0 alors les deux suites sont dites adjacentes.

Rappel : toute suite croissante majorée est convergente, toute suite dé-
croissante minorée est convergente.
∀n ¾ 0, un ¶ vn ¶ vn−1 ¶ · · · ¶ v0 ⇒

�

un
�

n¾0 est convergente. Idem pour
vn.

I.2 Généralités sur les séries numériques

Définition 2. Soit (un)n¾0 une suite numérique (dans R ou C). On pose pour
n¾ 0 :

sn = u0+ u1+ · · ·+ un

On a donc une suite (sn)n¾0. Alors (sn)n¾0 s’appelle une série numérique de
terme général un. sn est la somme partielle d’ordre n.

Notation. On dira la série
∑

n¾0 un au lieu de la suite (sn)n¾0. On dira que la
série est convergente et converge vers s si et seulement si la suite (sn)n¾0 est
convergente vers s. On note :

lim
n→∞

sn = s =
∞
∑

k=0

uk = lim
n→∞

 

n
∑

k=0

uk

!

s s’appelle la somme de la série.

On peut aussi considérer des séries à partir d’un certain rang p :

sn = up + up+1+ · · ·+ un =
n
∑

k¾p

uk

Exemple.
∑

k¾1

1

k

Proposition 5. Soit p > 0 un rang donné. Soit (un)n¾0 une suite fixée. Alors la
série

∑

k¾0 uk est convergente si et seulement si
∑

k¾p uk est convergente.
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Démonstration.

∀n¾ 0, s′n = sn−
�

u0+ u1+ · · ·+ up−1

�

= sn− sp−1

Si limn→∞ s′n = ` :

lim
n→∞

sn = lim
n→∞

�

s′n+ sp−1

�

= lim
n→∞

s′n+ sp−1 = `+ sp−1

Réciproquement, si limn→∞ sn = ` :

lim
n→∞

s′n = lim
n→∞

sn− sp−1 = `− sp−1

Corollaire 1. La nature d’une série numérique ne change pas si on modifie un
nombre fini de ses termes.

Définition 3. Soit
∑

k¾0 uk une série convergente qui converge vers s. Posons
sp = u0+ u1+ · · ·+ up, p ¾ 0. Alors la différence :

rp =

 

∞
∑

k=0

uk

!

− sp =
�

lim
n→∞

sn

�

− sp

= lim
n→∞

�

sn− sp

�

= lim
n→∞

 

n
∑

k=0

uk −
p
∑

k=0

uk

!

= lim
n→∞





n
∑

k=p+1

uk





=
∞
∑

k=p+1

uk

s’appelle le reste à l’ordre p de la série. On a :

lim
p→∞

rp = s− lim
p→∞

sp = s− s = 0

Proposition 6. (condition nécessaire mais non suffisante) Soit (un)n¾0 une suite
numérique. Si la série

∑

k¾0 uk converge alors limn→∞ un = 0.

Remarque. Si un 6−−→n→∞
0⇒

∑

k¾0 uk diverge.
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Démonstration.

∀n¾ 0, un = sn− sn−1 =
��

u0+ · · ·+ un
�

−
�

u0+ u1+ · · ·+ un−1

��

Par hypothèse :
lim
n→∞

sn = s⇒ lim
n→∞
(sn−1) = s

car (sn−1)n¾1 est une suite extraite de (sn)n¾0.

lim
n→∞

un = s− s = 0

Exemples.

1.

∑

n¾0

n

2n− 5
= 0+ (−

1

3
) + . . .

un =
n

2n− 5
lim
n→∞

un =
1

2

donc la série diverge.

2.

∑

n¾1

1

n

un =
1

n
lim
n→∞
= 0

Montrons que (sn)n¾1 n’est pas de Cauchy dans R.

s2n− sn = (1+ 1/2+ · · ·+ 1/2n)− (1+ 1/2+ · · ·+ 1/n)

=
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+

1

n+ n
¾ n

1

2n
=

1

2

La différence (s2n− sn) ne peut pas être rendue aussi petite donc (sn)n¾1

n’est pas de Cauchy. La suite est croissante, et donc :

lim
n→∞

sn =+∞=
∞
∑

n=1

1

n

∑

n¾1
1
n

est la série harmonique.
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3.
∑

n¾0

zn z ∈ C z = raison

∑

n¾0

zn = 1+ z+ z2+ · · ·+ zn

1ercas : |z| ¾ 1 alors zn 6−−→
n→∞

0. Car si zn −−→
n→∞

0⇒ |zn| = |z|n −−→
n→∞

0 or

|z|¾ 1 6⇒ |z|n→ 0. Si |z|¾ 1,
∑

n¾0 zn diverge.
Cas où |z|< 1 :

�

1+ z+ z2+ · · ·+ zn
�

(1− z) = 1− zn+1

1+ z+ z2+ · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
= sn =

n
∑

k=0

zk

lim
n→∞

zn+1 = 0 car lim
n→∞

�

�zn+1
�

�= lim
n→∞
|z|n+1 = 0

lim
n→∞
= sn =

1

1− z
=

∞
∑

k=0

zk = somme de la série géometrique de raison z

∞
∑

k=1

zk = z
∞
∑

k=0

zk =
z

1− z

Remarque.

0,999 · · ·=?

0,999 · · ·= 0,9+ 0,09+ 0,009+ . . .=
9

10
+

9

100
+ . . .

=
9

10

�

1+
1

10
+ . . .

�

0,999 . . .=
9

10

∞
∑

k=0

1

10k

=
9

10

1

1− 1
10

= 1

I.2.1 Séries de Cauchy

Soit
∑

n¾0 un une série numérique quelconque.

Définition 4. La série
∑

n¾0 un est dite de Cauchy si et seulement si :

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N,∀p, q ¾ (q > p)⇒
�

�up+1+ up+2+ · · ·+ uq

�

�¶ ε
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Proposition 7. Une série est convergente (dans R ou C) si et seulement si elle est
de Cauchy.

Démonstration.

∑

k¾0

uk sn =
n
∑

k=0

uk = u0+ u1+ · · ·+ un

∑

k¾0 uk est convergente si et seulement si (sn)n¾0 est convergente si et seule-
ment si (sn)n¾0 est de Cauchy :

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N/∀p, q ∈ N(ε) avec q > p⇒
�

�sq − sp

�

�¶ ε
�

�sq − sp

�

�=
�

�u0+ u1+ · · ·+ uq − u0− u1− · · · − up

�

�=
�

�up+1+ up+2+ . . . uq

�

�

Définition 5. Une série
∑

k¾0 uk est dite absolument convergente si la série
∑

k¾0

�

�uk

�

� est convergente.

Proposition 8. Soit
∑

k¾0 uk absolument convergente. Alors :

1.
∑

k¾0 uk est convergente,

2.
�

�

∑∞
k=0 uk

�

�¶
∑∞

k=0

�

�uk

�

�,

3.
�

�

�

∑∞
k=p+1 uk

�

�

�¶
∑∞

k=p+1

�

�uk

�

�.

Démonstration. 1.
∑

k¾0

�

�uk

�

� est convergente donc elle est de Cauchy :

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N/∀p, q ¾ N(ε)(q > p) alors :
�

�up+1

�

�+
�

�up+2

�

�+ · · ·+
�

�uq

�

�¶ ε
Or

�

�up+1+ up+2+ · · ·+ uq

�

�¶
�

�up+1

�

�+ · · ·+
�

�uq

�

�¶ ε

Donc
∑

k¾0 uk est de Cauchy.



CHAPITRE I. SÉRIES NUMÉRIQUES 11

2.
∑∞

k=0 uk existe et est finie.

sn = u0+ u1+ · · ·+ un =
n
∑

k=0

uk

�

�

� lim
n→∞

sn

�

�

�=

�

�

�

�

�

∞
∑

k=0

uk

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

lim
n→∞

n
∑

k=0

uk

�

�

�

�

�

= lim
n→∞

�

�

�

�

�

n
∑

k=0

uk

�

�

�

�

�

car x 7→ |x | est continue

¶ lim
n→∞

n
∑

k=0

�

�uk

�

�

¶
∞
∑

k=0

�

�uk

�

�

Définition 6. Une série qui converge et qui ne converge pas absolument est
dite semi convergente.

I.2.2 Opérations sur les séries

Σ(K) est l’ensemble de toutes les séries à valeurs dans K.
– Somme de deux séries :

∑

k¾0

uk,
∑

k¾0

vk

∑

k¾0

uk +
∑

k¾0

vk =
∑

k¾0

�

uk + vk
�

– Multiplication d’une série par un scalaire :

λ ∈K, λ ·
∑

k¾0

uk =
∑

k¾0

λuk

(Σ(K),+, ·λ) est un K espace vectoriel.

Définition 7. On appelle produit des deux séries
∑

k¾0 uk et
∑

k¾0 vk la série
∑

k¾0 wk où :

∀k ¾ 0 wk = u0vk + u1vk−1+ u2vk−2+ · · ·+ ukvo

=
k
∑

i=0

ui vk−i =
k
∑

i=0

uk−i vi

=
∑

i, j
i+ j=k

ui v j =
∑

i+ j=k

ui v j
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Proposition 9. Soient
∑

k¾0 uk et
∑

k¾0 vk deux séries convergentes. Alors :

1.
∑

k¾0

�

uk ± vk
�

est convergente et
∑∞

k=0

�

uk ± vk
�

=
∑∞

k=0 uk ±
∑∞

k=0 vk

2. ∀λ ∈K, λ
∑

k¾0 uk converge et λ
∑∞

k=0 uk =
∑∞

k=0λuk

Démonstration. Triviale.

Proposition 10. Soient
∑

k¾0 uk et
∑

k¾0 vk absolument convergentes. Alors la
série produit

∑

k¾0 wk (où wk =
∑

i+ j=k ui v j) est absolument convergente (donc
convergente) et :

∞
∑

k=0

wk =

 

∞
∑

k=0

uk

!

·

 

∞
∑

k=0

vk

!

Démonstration.
∑

k¾0

uk absolument convergente ⇒
∑

k¾0

ukconverge

∑

k¾0

vk absolument convergente ⇒
∑

k¾0

vkconverge

u=
∞
∑

k=0

uk U=
∞
∑

k=0

�

�uk

�

�

v =
∞
∑

k=0

vk V=
∞
∑

k=0

�

�vk

�

�

La série produit :
∑

k¾0

wk avec wk =
∑

i+ j=k

ui v j

1. n¾ 0 Pn =
∑n

k=0

�

�wk

�

� (somme partielle d’ordre n de
∑

k¾0 wk).

∀n¾ 0 Pn+1− Pn =
�

�wn+1

�

�¾ 0 ainsi (Pn)n¾0 est croissante

2. n¾ 0 Pn =
∑n

k=0

�

�wk

�

�=
∑n

k=0

�

�

�

∑

i+ j=k ui v j

�

�

�

Pn ¶
n
∑

k=0

∑

i+ j=k

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�=
∑

i+ j¶n

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�

¶

 

n
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

n
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

¶

 

∞
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

∞
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

= U · V
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Ainsi ∀n ¾ 0 Pn ¶ UV, (Pn)n¾0 est ↗ majorée donc convergente. De
plus, on a :

∀n¾ 0
n
∑

k=0

�

�wk

�

�¶

 

∞
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

∞
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

⇒
∞
∑

k=0

�

�wk

�

�¶

 

∞
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

∞
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

On en déduit que la série
∑

k¾0 wk est convergente.

3. Montrons que :
∞
∑

k=0

wk =

 

∞
∑

i=0

ui

!

·

 

∑

j=0

v j

!

Considérons :

An =
�

(i, j) ∈ N×N/0¶ i ¶ n, 0¶ j ¶ n
	

Bn =
�

(i, j) ∈ N×N/0¶ i+ j ¶ n
	

On a Bn ⊂ An car :

(i, j) ∈ Bn⇒ 0¶ i+ j ¶ n⇒ 0¶ i ¶ n et 0¶ j ¶ n⇒ (i, j) ∈ An

∀n¶ 0 An ⊂ B2n ⊂ A2n

(i, j) ∈ An⇒ 0¶ i ¶ n et 0¶ j ¶ n⇒ 0¶ i+ j ¶ 2n⇒ (i, j) ∈ B2n

Soit n ∈ N.

Dn =

�

�

�

�

�

2n
∑

k=0

wk −

 

n
∑

k=0

uk

! 

n
∑

k=0

vk

!
�

�

�

�

�

on fera n→+∞
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Dn =

�

�

�

�

�

2n
∑

k=0





∑

i+ j=k

ui v j



−

 

n
∑

k=0

uk

! 

n
∑

k=0

vk

!
�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

∑

i+ j¶2n

ui v j −
∑

0¶i¶n
0¶ j¶n

ui v j

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

∑

(i, j)∈B2n

ui v j −
∑

(i, j)∈An

ui v j

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

∑

(i, j)∈B2n\An

ui v j

�

�

�

�

�

�

¶
∑

(i, j)∈B2n\An

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�

¶
∑

(i, j)∈A2n\An

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�=
∑

(i, j)∈A2n

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�−
∑

(i, j)∈An

�

�ui

�

�

�

�v j

�

�

D’où, ∀n¾ 0 :

Dn ¶

 

2n
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

2n
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

−

 

n
∑

i=0

�

�ui

�

�

! 

n
∑

j=0

�

�v j

�

�

!

lim
n→∞

Dn = 0

D’où :
∞
∑

k=0

wk =

 

∞
∑

k=0

uk

! 

∞
∑

k=0

vk

!

Idem pour le résultat sur
∑∞

k=0 wk.

Remarques. 1. Si
∑

k¾0 uk est absolument convergente et si la série
∑

k¾0 vk

est convergente, alors la série produit
∑

k¾0 wk est convergente et on a :

∞
∑

k=0

wk =

 

∞
∑

k=0

uk

! 

∞
∑

k=0

vk

!

2. Si
∑

k¾0 uk,
∑

k¾0 vk sont convergentes et si
∑

k¾0 wk converge, alors :

∞
∑

k=0

wk =

 

∞
∑

k=0

uk

! 

∞
∑

k=0

vk

!
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Exemple. Soient deux séries :

∑

k¾0

�

1

2

�k

,
∑

k¾0

�

1

3

�k

Elles sont absolument convergentes, et on a :
∞
∑

k=0

�

1

2

�k

=
1

1− 1
2

= 2

∞
∑

k=0

�

1

3

�k

=
1

1− 1
3

=
3

2















⇒

 

∞
∑

k=0

�

1

2

�k
! 

∞
∑

k=0

�

1

3

�k
!

= 3

Alors :

∑

k¾0

wk wk =
∑

i+ j=k

ui v j =
k
∑

p=0

up · vk−p =
k
∑

p=0

�

1

2

�p

·
�

1

3

�k−p

=
�

1

3

�k k
∑

p=0

�

3

2

�p

=
�

1

3

�k 1−
�

3
2

�k+1

1− 3
2

=
�

1

3

�k
�

3
2

�k+1
− 1

1
2

=
�

1

3

�k
�

2 ·
�

3

2

�k+1

− 2

�

D’où :
∞
∑

k=0

¨

2×
�

1

3

�k

×
3

2
×
�

3

2

�k

− 2
�

1

3

�k
«

= 2×
3

2

∞
∑

k=0

�

1

2

�k

− 2
∞
∑

k=0

�

1

3

�k

= 3×
1

1− 1
2

− 2
1

1− 1
3

= 3× 2− 2×
3

2
= 6− 3= 3

I.2.3 Séries à termes positifs

Définition 8.
∑

k¾0 uk est dite série à termes positifs si :

∀k ¾ 0 uk ¾ 0

ou
∃k0 ∈ N,∀k ¾ k0 uk ¾ 0
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Proposition 11. Une série à termes positifs est convergente si et seulement si la
suite de ses sommes partielles (sn)n¾0 est majorée.

Démonstration.
(

sn = u0+ u1+ · · ·+ un =
∑n

k=0 uk

∀k ¾ 0 uk ¾ 0
(

sn+1− sn = un+1 ¾ 0

∀n¾ 0

Donc (sn)n¾0 est croissante. Ainsi, si (sn)n¾0 est majorée alors
∑

k¾0 uk converge
et réciproquement.

Lemme 1. (de comparaison) Soient
∑

n¾0 un,
∑

n¾0 vn deux séries à termes posi-
tifs.

1. Supposons ∀n¾ 0 (ou à partir d’un certain rang) un ¶ vn. Alors, si
∑

n¾0 vn

est convergente on a
∑

n¾0 un qui converge également. Si
∑

n¾0 un est diver-
gente alors

∑

n¾0 vn l’est aussi.

2. Supposons un ∼ vn (n→+∞), c’est à dire limn→∞
un

vn
= 1. Alors les séries

∑

n¾0 un et
∑

n¾0 vn sont de même nature.

Démonstration. 1. Supposons
∑

n¾0 vn convergente.

∀n¾ 0 sn = v0+ v1+ · · ·+ vn =
n
∑

k=0

vk

(sn)n¾0 est convergente, croissante et limn→∞ sn = s =
∑∞

k=0 vk

∀n¾ 0 sn ¶ s

∀n¾ 0 un ¶ vn⇒
n
∑

k=0

uk ¶
n
∑

k=0

vk ¶ s

Donc
∑

n¾0 un est convergente car ses suites partielles sont majorées.
Idem pour la divergence.

2. Supposons que un ∼ vn au voisinage de +∞. Alors :

lim
n→∞

un

vn
= 1;

un

vn
= αn; un = αnvn

lim
n→∞

αn = 1⇒ αn ¶ 2
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donc ∀n¾ 0 un ¶ 2vn, et :
∑

n¾0

vn converge ⇒
∑

n¾0

un converge

Exemples. 1.
∑

n¾1
1

nen

un =
1

nen =
1

n
·

1

en ¶
1

en = e−n = (e−1)n

un =
1

nen ¶ vn = (e
−1)n

Or
∑

n¾0 vn est convergente car r = e−1 = 1
e
< 1.

2.
∑

n¾1
1p
n

; un =
1p
n

; vn =
1
n

;
∑

n¾1
1
n

diverge et :

∀n¾ 1
1

n
¶

1
p

n

donc
∑

n¾1
1p
n

diverge.

3.
∑

n¾0
3n+2
4n−11

un =
3n+ 2

4n− 11
> 0 ∀n¾ 2

un ∼ vn =
�

3

4

�n

(n→+∞)

Or
∑

n¾0 vn est convergente car 3
4
< 1.

Définition 9.
∫ +∞

a

f (x) d x = lim
X→∞

(

∫ X

a

f (x) d x

)

Si cette limite est finie, l’intégrale (impropre) est dite convergente.

Proposition 12. (comparaison avec une intégrale) Soit f : [a,+∞[→ R conti-
nue, positive et décroissante (au moins pour x assez grand). On pose un = f (n)
pour n¾ a. Alors

∑

n¾a un est convergente si et seulement si :

∫ +∞

a

f (x) d x est convergente.
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Démonstration. Supposons a = 0.

f (n+ 1)¶ f (x)¶ f (n) ∀x ∈ [n, n+ 1]
∫ n+1

n

f (n+ 1) d x ¶
∫ n+1

n

f (x) d x ¶
∫ n+1

n

f (n) d x

un+1 = f (n+ 1)¶
∫ n+1

n

f (x) d x ¶ f (n) = un ∀n¾ 0

Alors :

u1 ¶
∫ 1

0

f (x) d x ¶ u0

u2 ¶
∫ 2

1

f (x) d x ¶ u1

...

up ¶
∫ p

p−1

f (x) d x ¶ up−1

u1+ u2+ · · ·+ up
︸ ︷︷ ︸

sp−u0

¶
∫ p

0

f (x) d x ¶ u0+ u1+ · · ·+ up−1
︸ ︷︷ ︸

sp−1

1er cas : si
∑

k¾0 uk converge, alors la suite croissante :

�
∫ p

0

f (x) d x

�

p¾0

est majorée par
∑∞

k=0 uk = s, donc convergente ; c’est a dire :

lim
p→∞

∫ p

0

f (x) d x existe.

2e cas : si
∫ ∞

0

f (x) d x

existe, la suite (sp − u0)p¾0 est majorée par
∫∞

0
f (x) d x , donc convergente et

donc (sp)p¾0 l’est aussi.
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Application. Les séries de Rieman.

∑

n¾1

1

nα

– Si α¶ 0 :

n−α =
1

nα
6−−→
n→∞

0⇒
∑

n¾0

1

nα
diverge

– Si α> 0 :

f :[1,+∞[→ R

x 7→ f (x) =
1

xα
; un = f (n)

f est continue, positive et décroissante. On a :

∑

n¾1

1

nα
de même nature que

∫ ∞

1

d x

xα

Alors :

∫ X

1

d x

xα
=

∫ X

1

x−α d x =







ln(x) si α= 1
h

x−α+1

1−α

iX

1
=
�

X1−α

1−α
− 1

1−α

�

si α 6= 1

lim
X→∞

∫ X

1

d x

xα
=







+∞ si α= 1

existe si 1−α< 0

infinie si 1−α> 0

Résultat :
∑

n¾1

1

nα
est convergente si et seulement si α> 1

I.2.4 Critères de convergence absolue

Proposition 13. Soit
∑

n¾0 un une série à termes quelconques. Soit
∑

n¾0 vn une
série à termes positifs. On suppose :

∀n¾ 0
�

�un

�

�¶ vn

Si
∑

n¾0 vn est convergente, alors
∑

n¾0

�

�un

�

� converge, donc
∑

n¾0 un converge.
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Exemples. 1.
∑

n¾1

un =
sinωn

n3/2

�

�un

�

�¶
1

n3/2
= vn

Et
∑

n¾1 vn est convergente car 3
2
< 1.

2.
∑

n¾1

(−1)n

n

Cette série converge, mais ne converge pas absolument. En effet :

∑

n¾1

�

�

�

�

(−1)n

n

�

�

�

�

=
∑

n¾1

1

n

et
∑

n¾1
1
n

diverge.

Proposition 14. (Critère de Cauchy) Soit
∑

n¾0 un une série quelconque.

1. S’il existe r ∈]0, 1[ tel que ∀n ¾ 0 n
Æ

�

�un

�

� ¶ r alors la série
∑

n¾0

�

�un

�

�

converge.

2. Si, pour une infinité de n on a n
Æ

�

�un

�

�¾ 1 alors
∑

n¾0 un diverge.

3. Si la suite ( n
Æ

�

�un

�

�)n¾0 a une limite finie ` alors
∑

n¾0

�

�un

�

� converge si ` < 1
et diverge si ` > 1. Si `= 1 on ne peut rien dire de la nature de la série.

Démonstration. 1.

∃k0 ∈ N/∀n¾ k0
n
Æ

�

�un

�

�¶ r (r ∈]0, 1[)

∃k0 ∈ N/∀n¾ k0

�

�un

�

�¶ rn = vn

∑

n¾0 vn =
∑

n¾0 rn est convergente car r ∈]0,1[. Donc
∑

n¾0

�

�un

�

� est
convergente.

2.

Pour une infinité de n n
Æ

�

�un

�

�¾ 1

Pour une infinité de n
�

�un

�

�¾ 1

Donc (
�

�un

�

�)n¾0 ne tend pas vers 0 pour n→∞, donc (un)n¾0 ne tend pas
vers 0. D’où

∑

n¾0 un diverge.
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3. `= limn→∞
n
Æ

�

�un

�

�. On a donc `¾ 0.

1er cas : ` < 1. ∃ε > 0/`+ ε0 < 1. Il suffit de prendre ε0 =
1−`

2
.

`+ ε0 = `+
1− `

2
=

2`+ 1− `
2

=
`+ 1

2
<

1+ 1

2
= 1

�

`= lim
n→∞

n
Æ

�

�un

�

�

�

⇐⇒
�

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε)⇒
�

�

�

n
Æ

�

�un

�

�− `
�

�

�¶ ε
�

⇐⇒
�

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε)⇒ `− ε ¶ n
Æ

�

�un

�

�¶ `+ ε
�

En particulier pour ε0 > 0 on a :

∃N0(ε) ∈ N/∀n¾ N0(ε)⇒
n
Æ

�

�un

�

�¶ `+ ε0 = r < 1

∃N0(ε) ∈ N/∀n¾ N0(ε)⇒
�

�un

�

�¶ (`+ ε0)
r

On applique 1 avec r = `+ ε0 ∈]0, 1[.
2e cas : ` > 1.

∃ε0 > 0/`− ε0 > 1

Il suffit de prendre ε0 =
`−1

2
.

∀ε,∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε)⇒ n
Æ

�

�un

�

�¾ `− ε

Pour ε0,∃N0 ∈ N/∀n¾ N0(ε)⇒
n
Æ

�

�un

�

�¾ `− ε0 > 1
�

�un

�

�¾
�

`− ε0

�n
> 1

Donc pour une infinité de n,
�

�un

�

�> 1 donc
∑

n¾0 un diverge.
Cas où `= 1 : pas de conclusion. Exemples :

(a)
∑

n¾1
1
n

diverge ;
�

�un

�

�= un =
1
n
.

n
Æ

�

�un

�

�=
�

1

n

�
1
n

= n−
1
n = e−

− ln(n)
n −−→

n→∞
1= `

(b)
∑

n¾1
1
n2 converge car 2> 1.

n
Æ

�

�un

�

�=
�

1

n2

�
1
n

= n−
2
n = e−2 ln(x)

n → 1= `
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Proposition 15. Soit
∑

n¾0 un une série à termes non nuls (pas une infinité de
termes nuls). Alors :

1. S’il existe r ∈]0, 1[ tel que pour n assez grand on a
�

�

�

un+1

un

�

�

� ¶ r, la série est

absolument convergente.

2. Si pour n assez grand on a
�

�

�

un+1

un

�

�

�¾ 1, la série diverge.

3. Soit `= limn→∞

�

�

�

un+1

un

�

�

�, alors :







si ` < 1
∑

n¾0

�

�un

�

� converge
si ` > 1

∑

n¾0

�

�un

�

� diverge
si `= 1 pas de conclusion

Démonstration. 1. ∃p0 ∈ N : ∀n ¾ p0

�

�

�

un+1

un

�

�

� ¶ r où r ∈]0, 1[. Soit k ∈ N
avec k ¾ 1.

�

�uk+p0

�

�=

k termes
︷ ︸︸ ︷

�

�

�

�

�

uk+p0

uk+p0−1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

uk+p0−1

uk+p0−2

�

�

�

�

�

. . .

�

�

�

�

�

uk+p0−(k−1)

uk+p0−k

�

�

�

�

�

�

�up0

�

�

¶ rk
�

�up0

�

� ∀k ¾ 1

Si n= k+ p0 qui varie, avec k ∈ N, k ¾ 1 :
�

�un

�

�¶ rn−p0
�

�up0

�

�

¶
�

r−p0
�

�up0

�

�

�

︸ ︷︷ ︸

constante

·rn ∀n¾ p0

∑

n¾0(constante)rn converge⇒
∑

n¾0

�

�un

�

� converge.

2. Si pour n¾ p1 on a un+1

un
¾ 1.

∀n¾ p1

�

�un+1

�

�¾
�

�un

�

�¾
�

�un−1

�

�¾ · · ·¾
�

�up1

�

�> 0

⇒ un 6−−→n→∞
0⇒

∑

n¾0

un diverge
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3. Cas où `= limn→∞

�

�

�

un+1

un

�

�

� avec ` < 1. ∃ε0 > 0/`+ ε0 < 1.

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε)⇒ `− ε ¶
�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

¶ `+ ε

Pour ε0 > 0,∃N0(ε) ∈ N/∀n¾ N0(ε)⇒
�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

¶ `+ ε0
︸ ︷︷ ︸

r

< 1

et on applique 1 avec r = `+ ε0 ∈]0, 1[.
Cas où `= 1 et ` > 1 en exercices.

Remarques. 1. Les deux critères restent vrais si on travaille avec :

lim n
Æ

�

�un

�

� et lim

�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

2. On verra en TD que si limn→∞
un+1

un
= ` alors limn→∞

n
Æ

�

�un

�

�= `.

Exemples. 1.
∑

n¾1 nn
�

1
2

�n2

; un =
�

�un

�

�= nn
�

1
2

�n2

.

n
Æ

�

�un

�

�= n
p

un =



nn

�

1

2

�n2




1
n

= n
�

1

2

�n

= nen ln 1
2

=
1

ln 1
2

�

n ln
�

1

2

�

en ln(1/2)
�

→ 0= ` < 1

(xex → 0 si x →−∞)

Donc la série converge.

Règle de d’Alembert : un = nn
�

1
2

�n2

> 0

�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

=
un+1

un
=
(n+ 1)n+1

�

1
2

�(n+1)2

nn
�

1
2

�n2 =
�

n+ 1

n

�n

(n+ 1)
�

1

2

�2n+1

=
�

1+
1

n

�n

(n+ 1)e(2n+1) ln( 1
2
)

=
�

1+
1

n

�n (n+ 1)

(2n+ 1) ln(1
2
)
(2n+ 1) ln(

1

2
)e(2n+1) ln( 1

2
) −−→

n→∞
0< 1
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2.
∑

n¾1
ann!
nn a > 0 un > 0. Cauchy donne :

n
Æ

�

�un

�

�= n
p

un =
�a

n

�

npn!
︸︷︷︸

Stirling

Et d’Alembert :

un+1

un
=

an+1(n+ 1)!
(n+ 1)n+1 ×

nn

ann!
= a

� n

n+ 1

�n 1

n+ 1
× (n+ 1)

=
a

�

n+1
n

�n =
a

�

1+ 1
n

�n −−→n→∞

a

e
= `

Alors :
– Si a < e (donc ` < 1), convergence de la série.
– Si a > e (donc ` > 1), divergence de la série.
– Si a = e (donc `= 1) :

un+1

un
=

e
�

1+ 1
n

�n =
e

en ln(1+ 1
n)

ln(1+ x) = x −
x2

2
+

x3

3
+ . . . (x → 0)

eu = 1+ u+
u2

2
+ . . . (u→ 0)

ln
�

1+
1

n

�

=
1

n
−

1

2n2 + o
�

1

n2

�

(n→+∞)

en ln(1+ 1
n) = en

h

1
n−

1
2n2+o

�

1
n2

�i

= e1− 1
2n+o( 1

n)

un+1

un
=

1

e−
1

2n+o( 1
n)
=

1

1− 1
2n
+ o
�

1
n

�

= 1+
1

2n
+ o
�

1

n

�

> 1 (n→+∞)

car
1

1− v
= 1+ v+ o(v) (v→ 0)

Donc un+1

un
→ 1 par valeurs supérieures, donc la série diverge.
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I.2.5 Séries alternées

Définition 10.
∑

n¾0 un est dite série alternée si et seulement si :

∀n¾ 0 un = (−1)nvn où vn ¾ 0

On convient que (−1)0 = 1.

Exemple.
∑

n¾0

(−1)n

n+ 1
= 1−

1

2
+

1

3
−

1

4
+ . . .

Proposition 16. Soit
∑

n¾0(−1)nvn une série alternée avec vn ¾ 0. On sup-
pose que (vn)n¾0 est une suite de termes positifs et décroissante vers 0. Alors
∑

n¾0(−1)nvn est convergente.

Démonstration.

sp =
p
∑

n=0

(−1)nvn = v0− v1+ v2+ · · ·+ (−1)pvp p ¾ 0

(s2p)p¾0, (s2p+1)p¾0 deux suites extraites de (sp)p¾0.
– Suite (s2p)p¾0 :

s2(p+1)− s2p = (−1)2p+2v2p+2+ (−1)2p+1v2p+1

= v2p+2− v2p+1 ¶ 0

donc (s2p)p¾0 est décroissante.
– Suite (s2p+1)p¾0

s2(p+1)+1− s2p+1 = s2p+3− s2p+1

= (−1)2p+3v2p3
+ (−1)2p+2v2p+2

= v2p+2− v2p+3 ¾ 0

donc (s2p+1)p¾0 est croissante.

(s2p+1− s2p) = (−1)2p+1v2p+1 =−v2p+1 ¶ 0

lim
p→∞
(s2p+1− s2p) =− lim

p→∞
v2p+1 = 0

Ainsi (s2p)p¾0 et (s2p+1)p¾0 sont adjacentes et donc :

lim
p→∞

s2p = lim
p→∞

s2p+1 = s = lim
p→∞

sp =
∞
∑

n=0

(−1)nvn

De plus on a :
∀p ¾ 0 s2p+1 ¶ s ¶ s2p
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Exemple.

∑

n¾0

(−1)n

n+ 1

Ici :

vn =
1

n+ 1
> 0 vn↘0

La série n’est pas absolument convergente. Pour p = 2 :

s5
︸︷︷︸

valeurs par défaut

¶ s =
∞
∑

n=0

(−1)n

n+ 1
= 0,69 · · ·¶ s4

︸︷︷︸

valeurs par excès

Calculons :

s5 =
5
∑

n=0

(−1)n

n+ 1
= 1−

1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
−

1

6
' 0, 62 . . .

s4 =
5
∑

n=0

(−1)n

n+ 1
= 1−

1

2
+

1

3
−

1

4
+

1

5
' 0, 78 . . .

Proposition 17. (Règle d’Abel ; cas général) Soit (an)n¾0 réelle ou complexe et
(λn)n¾0 une suite de nombres positifs vérifiant :

1. (λn)n¾0 est décroissante et λn −−→n→∞
0

2. Majoration uniforme en n de sn :

∃A> 0, ∀n¾ 0
�

�sn

�

�=
�

�a0+ a1+ · · ·+ an

�

�¶ A

Alors la série
∑

n¾0λnan est convergente.

Démonstration. Montrons que le critère de Cauchy est satisfait :

∀ε > 0 ∃n0(ε) ∈ N/∀n, p ¾ n0(ε) (avec p > n)

⇒
�

�Rn,p

�

�=
�

�λn+1an+1+λn+2an+2+ · · ·+λpap

�

�¶ ε

n, p p > n :
�

�λn+1an+1+λn+2an+2+ · · ·+λpap

�

�=?
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sn = a0+ a1+ · · ·+ an

an+1 = sn+1− sn, an = sn− sn−1, . . .

�

�λn+1(sn+1− sn) +λn+2(sn+2− sn+1) +λn+3(sn+3− sn+2) + · · ·+λp(sp − sp−1)
�

�

=
�

�−λn+1sn+ sn+1(λn+1−λn+2) + · · ·+ sp−1(λp−1−λp) +λpsp

�

�

¶ A
�

λn+1+λn+1−λn+2+λn+2−λn+3+ · · ·+λp−1−λp +λp

�

¶ 2λn+1A−−→
n→∞

0

Donc
�

�Rn,p

�

�¶ ε pour n→+∞.

Exemples.
∑

n¾0

(−1)nvn

avec vn décroissante vers 0 et vn ¾ 0.

vn = λn

(−1)n = an

�

�sn

�

�=

�

�

�

�

�

n
∑

k=0

(−1)k
�

�

�

�

�

¶ 1= A ∀n¾ 0

Série trigonométrique :
∑

n¾0

λneinα α ∈ R

(λn)n¾0 une suite positive et décroissante vers 0. Pour θ ∈ R :

eiθ = cosθ+ i sinθ;
�

�eiθ
�

�= 1

D’où :

einα = (eiα)n = (cosα+ i sinα)n = cos nα+ i sin nα

Si α= 2kπ pour k ∈ Z alors e2ikπ = 1. Supposons α 6= 2kπ.

an = einα

sn = a0+ a1+ · · ·+ an = 1+ eiα+ e2iα+ · · ·+ eniα

= 1+ eiα+ (eiα)2+ · · ·+ (eiα)n

=
1− (eiα)n+1

1− eiα



CHAPITRE I. SÉRIES NUMÉRIQUES 28

Car on a une série géométrique. On doit alors majorer uniformément
�

�sn

�

� :

�

�sn

�

�=

�

�

�

�

�

1− ei(n+1)α

1− eiα

�

�

�

�

�

¶
1+
�

�ei(n+1)α
�

�

�

�1− eiα
�

�

=
2

�

�1− eiα
�

�

=
2

|1− cosα− i sinα|

=
2

p

(1− cosα)2+ sin2α

=
2

p
2− 2cosα

Comme :

cosα= cos2
α

2

= cos2 α

2
− sin2 α

2

= 1− 2sin2 α

2

2cosα= 2− 4sin2 α

2

D’où :

�

�sn

�

�¶
2

Æ

4sin2 α
2

=
1

�

�

�sin α

2

�

�

�

= A

Donc, si (λn)n¾0↘0, les séries :
∑

n¾0

λn sin nα,
∑

n¾0

λn cos nα

sont convergentes si α 6= 2kπ.
Par exemple :

∑

n¾0

sin nα

n
,
∑

n¾0

cos nα

n
∑

n¾0

sin nα

n2 ,
∑

n¾0

cos nα

n2 , etc. . .
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I.2.6 Associativité et commutativité dans les séries

Associativité

Exemple.
∑

n¾0(−1)n diverge car (−1)n 6−−→
n→∞

0. Or, si la série était associative,

on pourrait effectuer :
∑

n¾0

(−1)n = 1− 1+ 1− 1+ 1 . . .

= (1− 1) + (1− 1) + . . .

= 0+ 0+ 0+ . . .

Soit f : N → N strictement croissante, avec f (0) = 0 et définie par x 7→
f (n) = pn. Alors :

∀n¾ 0 f (n)¾ n

Car si n= 0, f (0) = 0¾ 0. Supposons qu’il existe n ∈ N tel que f (n)¾ n, alors
f (n+1)> f (n) car f est strictement croissante, donc f (n+1)> f (n)¾ n. Et
f (n+ 1)> n implique f (n+ 1)¾ n+ 1.

Soit
∑

n¾0 un une série quelconque. Posons :

vn = u f (n)+ u f (n)+1+ u f (n)+2+ · · ·+ u f (n+1)−1

= upn
+ upn+1+ · · ·+ upn+1−1

= u f (n)+0+ u f (n)+1+ · · ·+ u f (n)+[ f (n+1)− f (n)−1]

Il y a donc
�

f (n+ 1)− f (n)
�

éléments dans vn, qu’on appelle paquets d’élé-
ments.

Exemple.

f :N→ N
n 7→ f (n) = 2n

On a f strictement croissante et f (0) = 0.
∑

n¾0

un; vn = u f (n)+ · · ·+ u f (n+1)−1

Or :

f (n+ 1)− 1= 2(n+ 1)− 1= 2n+ 2− 1= 2n+ 1
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Donc :

vn = u2n+ u2n+1

On a :
∑

n¾0

vn = v0+ v1+ v2+ . . .

= (u0+ u1) + (u2+ u3) + . . .

On somme bien les un par paquets.

Proposition 18. Si la série
∑

n¾0 un est convergente, alors
∑

n¾0 vn est conver-
gente. L’associativité dans la sommation infinie est donc vraie s’il y a convergence
dans la série, mais la réciproque est fausse.

Démonstration. (sn)n¾0 est convergente par hypothèse.

sn = u0+ u1+ · · ·+ un

Sn = v0+ v1+ · · ·+ vn =
∑

n¾0

vn

=
�

up0
+ up0+1+ · · ·+ up1−1

�

+
�

up1
+ up1+1+ · · ·+ up2−1

�

+ · · ·+
�

upn
+ upn+1+ · · ·+ upn+1−1

�

=
�

u f (0)+ u f (0)+1+ · · ·+ u f (1)−1

�

+
�

u f (1)+ u f (1)+1+ · · ·+ u f (2)−1

�

+ · · ·+
�

u f (n)+ u f (n)+1+ · · ·+ u f (n+1)−1

�

=
�

u0+ u1+ · · ·+ u f (1)−1

�

+ . . .

=
f (n+1)−1
∑

k=0

uk = s f (n+1)−1 = spn+1−1

Donc (Sn)n¾0 est une suite extraite de (sn)n¾0, donc (Sn)n¾0 est convergente.
De plus, on a :

∞
∑

n=0

vn =
∞
∑

n=0

un

Proposition 19. Soit
∑

n¾0 un une série à termes positifs. Alors
∑

n¾0 un est
convergente si et seulement si

∑

n¾0 vn est convergente.
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Démonstration. On sait déjà que :
∑

n¾0

un converge ⇒
∑

n¾0

vn converge

Réciproquement, supposons
∑

n¾0 vn convergente. On a :

sn = u0+ u1+ · · ·+ un (sn)n¾0↗ s f (n+1)−1 = spn+1−1 = v0+ v1+ · · ·+ vn

La série
∑

n¾0 un est convergente si et seulement si ses sommes partielles sont
majorées uniformément par rapport à n.

n¶ pn = f (n)¶ pn+1− 1= f (n+ 1)− 1

⇒ sn ¶ spn
= s f (n) ¶ spn+1−1 = s f (n+1)−1 car (sn)n¾0↗

=
∑

k = 0nvk ¶
∞
∑

k=0

vk = A

∀n¾ 0 sn ¶ A

Donc (sn)n¾0 est convergente.

Proposition 20. (admise) Soit une série
∑

n¾0 une série numérique quelconque,
avec un −−→n→∞

0 (un est de signe quelconque). On suppose qu’il existe A ∈ N∗ tel
que :

∀n¾ 0 f (n+ 1)− f (n) = pn+1− pn ¶ A

C’est à dire que les paquets de sommation ne dépassent pas A éléments. Alors
∑

n¾0 un est convergente si et seulement si
∑

n¾0 vn est convergente.

Exemple. Contre exemple :

∑

n¾0

vn =
�

0+ 1+
1

2

�

+
�

−
1

4
−

1

4

�

+
1

3
+
�

−
1

9
−

1

9
−

1

9

�

+
1

4
+
�

−
1

16
−

1

16
−

1

16
−

1

16

�

Commutativité (Changement de l’ordre des termes)
Peut-on commuter les termes de la sommation infinie ? C’est à dire, a-t-on :

∑

n¾0

un = u0+ u1+ u2+ · · ·+ un+ . . .

= u1+ u0+ u3+ u2+ . . .
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Soit ϕ : N→ N une bijection. Posons :

∀n¾ 0 vn = uϕ(n)

Si par exemple ϕ est définie pour tout n ∈ N par ϕ(2n) = 2n+2 et ϕ(2n+1) =
2n− 1, on a :

∑

n¾0

vn = v0+ v1+ v2+ . . .

= u0+ u2+ u1+ u4+ . . .

Proposition 21. (admise) Si
∑

n¾0 un est absolument convergente alors
∑

n¾0 vn

est absolument convergente pour toute bijection ϕ : N→ N.

On dira alors que
∑

n¾0 un est commutativement convergente.

I.2.7 Majoration du reste d’une série convergente

Soient
∑

k¾0 uk convergente et s =
∑∞

k=0 un. s est généralement difficile à
calculer. On cherche a obtenir s à ε près.

rn = s− sn

lim
n→∞

rn = 0; rn =
∞
∑

k=n+1

uk

Cas d’une série relevant du critère d’Abel (séries alternée) un = (−1)nvn

avec un décroissante vers 0.
∑

n¾0(−1)nvn converge.

∀p ¾ 0 s2p+1 ¶ s =
∞
∑

n=0

(−1)nvn ¶ s2p

Si n= 2p, on a :

∀n¾ 0 sn+1 ¶ s ¶ sn

Si n= 2p− 1 :

∀n¾ 0 sn ¶ sn+2 ¶ s ¶ sn+1

Si n est pair :
�

�s− sn

�

�= sn− s ¶ sn− sn+1.
Si n est impair :

�

�s− sn

�

�= s− sn ¶ sn+1− sn. Donc ∀n¾ 0, on a :
�

�s− sn

�

�¶
�

�sn+1− sn

�

�=
�

�(−1)n+1vn+1

�

�=
�

�un+1

�

�= vn+1

Conclusion :
∀n¾ 0

�

�rn

�

�¶ vn+1

Si on veut s à ε près, donc rn à ε près, il suffit de chercher n tel que vn+1 ¶ ε.
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Exemple.

∑

k¾0

(−1)k

k+ 1
vn =

1

n+ 1
> 0

On a vn décroissante vers 0. Si on veut s à ε = 0,001 près, il suffit que :

vn+1 ¶ 0,001

⇐⇒
1

n+ 2
¶

1

98+ 2

Donc il suffit de calculer sn à n= 98.

98
∑

k=0

(−1)k

k+ 1
= s à 0, 01 près

Cas d’une série relevant du critère de Cauchy
∑

n¾0 un avec :

∀n¾ 0 n
Æ

�

�un

�

�¶ ` < 1

On a donc
∑

n¾0

�

�un

�

� convergente. Ici :
�

�un

�

�¶ `n ∀n¾ 0. Alors :

�

�s− sn

�

�=
�

�rn

�

�=

�

�

�

�

�

∞
∑

k=n+1

uk

�

�

�

�

�

¶
∞
∑

k=n+1

�

�uk

�

�¶
∞
∑

k=n+1

`k

�

�rn

�

�¶
∞
∑

p=0

`n+1+p = `n+1
∞
∑

p=0

`p =
`n+1

1− `

Si on veut s à ε près, on écrit :

`n+1

1− `
¶ ε

`n+1 ¶ ε(1− `)
(n+ 1) ln(`)¶ ln(ε) + ln(1− `)

n+ 1¾
ln(ε) + ln(1− `)

ln(`)

Il suffit de choisir n0 tel que :

n0 ¾ E
�

ln(ε) + ln(1− `)
ln(`)

�

+ 1

Ainsi, sn0
∼ s à ε près.
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Cas d’une série relevant du critère de d’Alembert
∑

n¾0 un avec :

∀n¾ 0 un 6= 0,

∀n¾ 0

�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

¶ ` < 1

Donc
∑

n¾0

�

�un

�

� converge. On a montré que :

∀p ¾ 0
�

�un+p

�

�¶ `p
�

�un

�

�

D’où :

�

�s− sn

�

�=
�

�rn

�

�=

�

�

�

�

�

∞
∑

k=n+1

uk

�

�

�

�

�

¶
∞
∑

k=n+1

�

�uk

�

�=
∞
∑

p=1

�

�un+p

�

�

¶
∞
∑

p=1

`p
�

�un

�

�=
�

�un

�

�

∞
∑

p=1

`p =
�

�un

�

�

`

1− `

Pour avoir s à ε près, il suffit de calculer sn avec n tel que :

�

�un

�

�¶
(1− `)ε
`

= quantité connue



Chapitre II

Les séries de fonctions

II.1 Rappel sur les suites de fonctions

II.1.1 Définitions

Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions : ∀n ¾ 0 fn : E → K où E est un
ensemble quelconque. Soit A⊆ E.

Définition 11. (Convergence simple) On dira que fn −−→n→∞
f simplement sur

A si et seulement si :

∀x ∈ A
�

fn(x)
�

n¾0 converge vers f (x) pour n→+∞

C’est la convergence point par point sur A. On écrit aussi :

∀x ∈ A ∀ε > 0,∃N(x , ε) ∈ N/∀n¾ N(x , ε)⇒
�

� fn(x)− f (x)
�

�¶ ε

Définition 12. On dira que fn −−→n→∞
f uniformément sur A par rapport à la

variable x si et seulement si :

sup
x∈A

�

� fn(x)− f (x)
�

�−−→
n→∞

0

Ce qui s’écrit également :

∀ε > 0,∃N(ε)/∀n¾ N(ε) et ∀x ∈ A⇒
�

� fn(x)− f (x)
�

�¶ ε
⇐⇒ ∀ε > 0,∃N(ε)/∀n¾ N(ε)⇒ supx∈A

�

� fn(x)− f (x)
�

�¶ ε

Proposition 22. Si fn −−→n→∞
f uniformément sur A ⊆ E alors fn −−→n→∞

f simple-

ment sur A. La réciproque est fausse.

35
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Exemples. 1. E= R ; A= [0, 1]

∀n ∈ N fn :[0,1]→ N

x 7→ fn(x) =







(n+ 2)x si 0¶ x ¶ 1
n+2

2− (n+ 2)x si 1
n+2
< x ¶ 2

n+2

0 si 2
n+2
< x ¶ 1

fn est affine par morceaux. Pour n ∈ N donné :
Convergence simple ?
– si x = 0 fn(0) = 0−−→

n→∞
0.

– si x > 0(x ∈]0,1]), 2
n+2
−−→
n→∞

0. Donc il existe un entier N(x) tel que :

∀n¾ N(x)⇒
2

n+ 2
¶ x

et :
∀n¾ N(x) fn(x) = 0−−→

n→∞
0

Donc fn −−→n→∞
0 simplement sur [0, 1].

Convergence uniforme ?

sup
x∈A

�

� fn(x)− f (x)
�

�= sup
x∈[0,1]

�

� fn(x)
�

�= 1 6−−→
n→∞

0

Pas de convergence uniforme.

2. E= R ; A0 = [0, 1]

fn :[0, 1]→ R
x 7→ fn(x) = xn

Considérons A1 = [0, 1[, A2 = [0,ρ] où ρ < 1.
1er cas (sur A0) :
– si x = 1 fn(1) = 1n = 1−−→

n→∞
1

– si x ∈ [0, 1[ fn(x) = xn −−→
n→∞

0

D’où la convergence simple sur A0 vers la fonction f0 définie par :

f0 :[0, 1]→ R

x 7→ f0(x) =

(

0 si x ∈ [0, 1[
1 si x = 1
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Pas de convergence uniforme, sinon f0 serait continue.
2e cas (sur A1) :

fn −−→n→∞
0 simplement sur A1

Pas de convergence uniforme car supx∈A1

�

� fn(x)
�

�= 1−−→
n→∞

0.

3e cas (sur A2) :
– fn −−→n→∞

0 simplement sur A2.
–

sup
n∈A2

�

� fn(x)− 0
�

�= sup
x∈A2

|xn|= ρn −−→
n→∞

0

Il y a convergence uniforme sur A2.

II.1.2 Propriétés

1. Si fn : E→ C ; ∀x ∈ E fn(x) = αn(x) + iβn(x) où αn(x),βn(x) ∈ R. On
dira alors :

fn −−→n→∞
f = α+ iβ simplement (resp. uniformément) sur A

⇐⇒
αn −−→n→∞

α et βn −−→n→∞
β simplement (resp. uniformément) sur A

2. Si fn −−→n→∞
f simplement sur A et gn −−→n→∞

g simplement sur A, et si

λ ∈ K, alors ( fn ± gn) −−→n→∞
f ± g simplement sur A et λ fn −−→n→∞

λ f

simplement sur A. Idem pour la convergence uniforme.
De même pour fn . . . gn, fn

gn
si gn 6= 0, . . ..

3. Cas de fonctions à valeurs réelles et à variable réelle.

Continuité

f :I⊂ R→ R
x 7→ f (x)

Soit x0 ∈ I.

f est continue en x0

⇐⇒
�

∀ε > 0,∃η(ε, x0)> 0 ∀x :
�

�x − x0

�

�¶ η(ε, x0)⇒
�

� f (x)− f (x0)
�

�¶ ε
�
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Primitive Soit f une fonction continue sur I. On pose :

F :I→ R

x 7→ F(x) =

∫ x

x0

f (t) d t

F est la primitive de f qui s’annule en x0 :

F(x0) = 0 et F′(x) = f (x)

F est donc de classe C1 sur I (continûment dérivable).

Dérivation

g : I→ R x0 ∈ I

g est dérivable en x0 ⇐⇒
�

lim
x→x0

g(x)− g(x0)
x − x0

existe
�

et alors on écrira :

g ′(x0) = lim
x→x0

g(x)− g(x0)
x − x0

Théorème 1. (stabilité de la continuité) Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions défi-
nies sur I ⊂ R à valeurs dans R. Soit x0 ∈ I fixé. On suppose que ∀n ¾ 0 fn est
continue en x0 et fn −−→n→∞

f uniformément sur I. Alors f est continue en x0.

Remarque.

lim
n→∞

fn(x) = f (x) (uniformément sur I)

lim
x→x0

�

lim
n→∞

fn(x)
�

= lim
x→x0

�

f (x)
�

lim
n→∞

�

lim
x→x0

fn(x)
�

= f (x0)

lim
n→∞

fn(x0) = f (x0)

Démonstration. fn −−→n→∞
f uniformément sur I, d’où :

∀ε > 0,∃N0(ε) ∈ N : ∀n¾ N0(ε),∀x ∈ I⇒
�

� fn(x)− f (x)
�

�¶
ε

3
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fN0(ε) est continue en x0, donc :

∃η(ε, x0)> 0,∀x :
�

�x − x0

�

�¶ η(ε, x0)⇒
�

� fN0(ε)(x)− fN0(ε)(x0)
�

�¶
ε

3

Alors pour
�

�x − x0

�

�¶ η(ε, x0) on a :
�

� f (x)− f (x0)
�

�=
�

� f (x)− fN0(ε)(x) + fN0(ε)(x)− fN0(ε)(x0) + fN0(ε)(x0) f (x0)
�

�

¶
�

� f (x)− fN0(ε)(x)
�

�+
�

� fN0(ε)(x)− fN0(ε)(x0)
�

�+
�

� fN0(ε)(x0)− f (x0)
�

�

¶
ε

3
︸︷︷︸

convergence uniforme

+
ε

3
︸︷︷︸

continuité

+
ε

3
︸︷︷︸

convergence uniforme

Théorème 2 (Intégrabilité de la fonction limite). Soit I = [a, b] (a < b).
Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions continues sur I. On suppose que :

fn −−→n→∞
f uniformément sur I

Soit x0 ∈ I fixé et (Fn)n¾0 la suite définie par :

∀x ∈ I Fn(x) =

∫ x

x0

fn(t) d t

Alors (Fn)n¾0 converge uniformément vers la fonction F définie par :

∀x ∈ I F(x) =

∫ x

x0

f (t) d t

En particulier :

∫ b

a

fn(t) d t −−→
n→∞

∫ b

a

f (t) d t

Démonstration. 1.
∫ x

x0
f (t) d t est bien définie car f est continue.

2.

∀ε > 0 ∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε),∀x ∈ I,
�

� fn(t)− f (t)
�

�¶
ε

b− a
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Pour n¾ N(ε), ∀x ∈ I :

�

�Fn(x)− F(x)
�

�=

�

�

�

�

�

∫ x

x0

�

fn(t)− f (t)
�

d t

�

�

�

�

�

¶
∫ x

x0

�

� fn(t)− f (t)
�

� d t (si x > x0)

¶
∫ b

a

�

� fn(t)− f (t)
�

� d t

¶
∫ b

a

ε

b− a
d t = ε

donc Fn −−→n→∞
F uniformément sur I.

3. Il suffit de prendre x = b et x0 = a.

Remarque. S’il y a convergence uniforme :

lim
n→∞

 

∫ x

x0

fn(t) d t

!

=

∫ x

x0

lim
n→∞

fn(t) d t

Théorème 3 (Stabilité de la dérivation). Soit I = [a, b] , a < b. Soit ( fn)n¾0

une suite d’applications continûment dérivables sur I. On suppose :

1. ∃x0 ∈ I/
�

fn(x0)
�

n¾0 converge vers `.

2. ( f ′n)n¾0 converge uniformément sur I vers g.

Alors ( fn)n¾0 converge uniformément vers une fonction f sur I ; f est dérivable
sur I et f ′ = g (donc f ∈ C1(I)).

Démonstration. Notons `= limn→∞ fn(x0) et (Gn)n¾0 la suite définie par :

∀x ∈ I Gn(x) =

∫ x

x0

f ′n(t) d t

= fn(x)− fn(x0)
︸ ︷︷ ︸

constante

D’après le théorème précédent, (Gn)n¾0 converge uniformément vers la fonc-
tion G définie par :

∀x ∈ I G(x) =

∫ x

x0

g(t) d t
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On en déduit que
�

Gn+ fn(x0)
�

n¾0 = ( fn)n¾0 converge uniformément vers
G+ ` sur I.

Posons :

∀x ∈ I f (x) = G(x) + `

=

∫ x

x0

g(t) d t + `

f est dérivable sur I et :

∀x ∈ I f ′(x) = g(x) + 0

Donc f ′ ∈ C(I), et f ∈ C1(I).

Exemple. I= [0, 1] ; fn : x 7→ fn(x) =
xn+1

n+1
.

– fn −−→n→∞
0 uniformément sur I (donc fn(0)−−→n→∞

0= `) :

sup
I

�

�

�

�

xn+1

n+ 1

�

�

�

�

¶
1

n+ 1
−−→
n→∞

0

– f ′n : x 7→ f ′n(x) = xn, donc f ′n −−→n→∞
g simplement sur I où :

g(x) =

(

0 si x ∈ [0, 1[
1 si x = 1

g n’est pas continue.

II.1.3 Le critère uniforme de Cauchy

Proposition 23. Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions définie sur E à valeurs dans
R ou C. Alors ( fn)n¾0 converge uniformément sur A⊆ E si et seulement si on a :

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀p, q ¾ N(ε) et ∀x ∈ A⇒
�

� fp(x)− fq(x)
�

�¶ ε

Démonstration. 1. Soit ( fn)n¾0 : fn −−→n→∞
f uniformément sur I.

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀n¾ N(ε),∀x ∈ A⇒
�

� fn(x)− f (x)
�

�¶
ε

2

Alors, si p, q ¾ N(ε) :

∀x ∈ A
�

� fp(x)− f (x)
�

�¶
ε

2
�

� fq(x)− f (x)
�

�¶
ε

2
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et donc :
�

� fp(x)− fq(x)
�

�=
�

� fp(x)− f (x) + f (x)− fq(x)
�

�

¶
ε

2
+
ε

2
= ε

2. Soit x ∈ A donné, alors la suite
�

fn(x)
�

n¾0 est du Cauchy dans R ou C.
Donc

�

fn(x)
�

n¾0 converge vers une fonction de x , notée f (x), d’après
l’unicité de la limite. Donc fn −−→n→∞

f simplement sur A.

On passe à la limite (sur p) lorsque p→+∞ :

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀q ¾ N(ε),∀x ∈ A⇒ lim
p→∞

�

� fp(x)− fq(x)
�

�¶ ε

lim
p→∞

�

� fp(x)− fq(x)
�

�=
�

� f (x)− fq(x)
�

�

Donc fn −−→n→∞
f uniformément sur A.

II.2 Séries de fonctions

II.2.1 Définitions

Définition 13. Soient E un ensemble, ( fn)n¾0 une suite de fonctions à valeurs
dans K. On pose :

∀n¾ 0 sn =
n
∑

k=0

fk

somme partielle à l’ordre n de ( fn)n¾0. On a :

∀n¾ 0,∀x ∈ E sn(x) =
n
∑

k=0

fk(x)

On appelle série de fonctions de terme général fn, la suite (sn)n¾0.

Notation. (sn)n¾0 ;
�

s0, s1, . . . , sn, . . .
�

;
∑

k¾0 fk sont des notations équivalentes.

Définition 14. Soit A ⊆ E. On dira que la série
∑

k¾0 fk converge simplement
sur A vers s si et seulement si la suite (sn)n¾0 converge simplement sur A vers
s.
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On a alors :

∀x ∈ A s(x) =
∞
∑

k=0

fk(x) (écriture simple)

s =
∞
∑

k=0

fk (écriture simple)

Définition 15. Soit A ⊆ E. On dira que la série
∑

k¾0 fk converge uniformé-
ment vers s sur A si et seulement si sn −−→n→∞

s uniformément sur A et on écrit :

∞
∑

k=0

fk = s (écriture uniforme sur A)

Définition 16. Soit A⊆ E. On dira que la série
∑

k¾0 fk converge normalement
sur A si et seulement si :

1. Il existe une série numérique
∑

k¾0 uk à termes positifs telle que
∑

k¾0 uk

converge, et

2. ∃n0 ∈ N/∀n¾ n0,∀x ∈ A
�

� fn(x)
�

�¶ un.

Exemple.
∑

n¾0
cos(nx)
1+n2 ; fk(x) =

cos(kx)
1+k2 . On prend E= R= A.

un =
1

1+ n2

∀n¾ n0 = 0,∀x ∈ R
�

�

�

�

cos(nx)
1+ n2

�

�

�

�

¶ un

et
∑

n¾0 un converge.

II.2.2 Propriétés

Proposition 24. Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions définie sur A ⊆ E ; fn : E→
K. Alors :

1. Si
∑

n¾0 fn converge uniformément sur A, alors
∑

n¾0 fn converge simple-
ment sur A.

2. Si
∑

k¾0 fk converge simplement (resp. uniformément) sur A, alors la suite
( fn)n¾0 converge simplement (resp. uniformément) vers 0 sur A.
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3. Si
∑

k¾0 fk converge simplement sur A, posons :

rn = s− sn s =
∞
∑

k=0

fk simple

∀x ∈ A rn(x) = s(x)− sn(x)

= s(x)−
n
∑

k=0

fk(x)

=
∞
∑

k=n+1

fk(x)

Alors, si rn −−→n→∞
0 simplement (resp. uniformément) sur A, alors

∑

k¾0 fk

converge simplement (resp. uniformément) sur A.

Démonstration. 1. sn =
∑n

k=0 fk ; sn converge uniformément vers s sur A
donc sn −−→n→∞

s simplement sur A d’où la convergence simple de
∑

n¾0 fn.

2. ∀x ∈ A
∑

n¾0 fn(x) est convergente, donc fn(x)−−→n→∞
0 d’où le résultat.

Théorème 4. Soit
∑

k¾0 fk une série de fonctions avec fn : E→ K et soit A ⊆ E.
Si
∑

k¾0 fk converge normalement sur A, alors ∀x ∈ A la série
∑

n¾0

�

� fn(x)
�

�

converge, et
∑

k¾0 fk converge uniformément sur A.

Démonstration.
∑

k¾0 fk est convergente normalement sur A : donc ∃(un)n¾0

avec un ¾ 0 et :
∑

n¾0

un converge, ∀x ∈ A,∀n¾ n0

�

� fn(x)
�

�¶ un

∀x ∈ A
∑

n¾0

�

� fn(x)
�

� est convergente grâce au lemme de comparaison, d’où
les convergences simple et absolue.

∀x ∈ A rn(x) = s(x)− sn(x) s =
∞
∑

k=0

fk

=
∞
∑

k=n+1

fk(x)

∀x ∈ A
�

�rn(x)
�

�¶
∞
∑

k=n+1

�

� fk(x)
�

�¶
∞
∑

k=n+1

uk = Rn

∀x ∈ A
�

�rn(x)
�

�¶ Rn −−→n→∞
0

où Rn est le reste de la série convergente
∑

k¾0 uk. Donc rn −−→n→∞
0 uniformé-

ment sur A.
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II.2.3 Continuité, intégrabilité et dérivabilité de la somme
d’une série de fonctions

Proposition 25. Soient ( fn)n¾0, (gn)n¾0 deux suites de fonctions définies sur E.
Soient A⊂ E, α ∈K. Si

∑

n¾0 fn et
∑

n¾0 gn convergent simplement (resp. unifor-
mément) sur A, alors :

∑

n¾0

�

fn± gn
�

et
∑

n¾0α fn convergent simplement (resp.
uniformément) sur A.

Proposition 26. Si ( fn)n¾0 est une suite de fonctions à valeurs dans C définies
sur E, et si A ⊆ E.

∑

n¾0 fn converge simplement (resp. uniformément) sur A
si et seulement si

∑

n¾0ℜ( fn) et
∑

n¾0ℑ( fn) converge simplement sur A (resp.
uniformément).

Soit ( fn)n¾0 une suite de fonctions définies sur I intervalle réel.

Théorème 5 (stabilité de la continuité). Soit x0 ∈ I. Soit
∑

n¾0 fn une série
de fonctions où ∀n ¾ 0, fn : I → K et fn continue en x0. Si

∑

n¾0 fn converge
uniformément sur I vers s, alors s est continue en x0.

Démonstration. ∀x ∈ I,
∑∞

k=0 fk(x) = s(x) (écriture uniforme).

∀n¾ 0 sn =
n
∑

k=0

fk

∀x ∈ I sn(x) =
n
∑

k=0

fk(x)

∀n¾ 0 fn est continue en x0

∀n¾ 0, sn est continue en x0.

sn −−→n→∞
s uniformément sur I

∀n¾ 0, sn continue en x0

)

⇒ s est continue en x0

lim
x→x0

s(x) = s(x0)

lim
x→x0

∞
∑

k=0

fk(x) =
∞
∑

k=0

fk(x0) =
∞
∑

k=0

lim
x→x0

fk(x)
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Théorème 6 (intégrabilité de la somme). Soit I = [a, b], a < b. Soient x0 ∈ I
et ( fn)n¾0 une suite de fonctions continues sur I, fn : I → R. On suppose que
∑

k¾0 fk converge uniformément sur I. Soit (Fn)n¾0 la suite définie par :

∀x ∈ I Fn(x) =

∫ x

x0

fn(t) d t

Alors
∑

n¾0 Fn converge uniformément sur I et sa somme S est l’application :

S :I→ R

x 7→ S(x) =

∫ x

x0

 

∞
∑

k=0

fk(t)

!

d t

Démonstration.
∑

k¾0

fk

∞
∑

k=0

fk = s

∀n¾ 0 sn(t) =
n
∑

k=0

fk(t)

sn −−→n→∞
s uniformément sur I

∀n¾ 0 fn est continue

Alors :
∫ x

x0

s(t) d t =

∫ x

x0

�

sum∞k=0 fk(t)
�

d t =
∞
∑

k=0

 

∫ x

x0

fk(t) d t

!

Grâce à l’intégrabilité des suites de fonctions.

Théorème 7 (dérivabilité de la somme). Soit I = [a, b] avec a < b. Soit
( fn)n¾0 une suite de fonctions définies sur I et continûment dérivables. On sup-
pose qu’il existe x0 ∈ I tel que

∑

n¾0 fn(x0) converge. On suppose de plus que
∑

n¾0 f ′n converge uniformément sur I. Alors
∑

n¾0 fn converge uniformément sur

I, et
∑∞

n=0 fn est dérivable, et de plus
�
∑∞

n=0 fn

�′
=
∑∞

n=0 f ′n .
On dit que l’on peut dériver terme à terme une série de fonctions.

Démonstration. On pose :

∀n¾ 0 sn =
n
∑

k=0

fk

gn =
n
∑

k=0

f ′k
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On a s′n = gn pour tout n ¾ 0. Comme
∑

n¾0 fn(x0) converge,
�

sn(x0)
�

n¾0
suite convergente. Et comme (s′n)n¾0 = (gn)n¾0 converge uniformément sur I,
on a (sn)n¾0 converge uniformément sur I vers s, et s est dérivable et on a
s′ = g =

∑∞
n=0 f ′n .

II.2.4 Critère uniforme de Cauchy pour les séries de fonc-
tions

Proposition 27 (C.U.C.). Soit ( fn)n¾0 une série de fonctions : ∀n¾ 0 fn : E→
K. Alors la série

∑

n¾0 fk converge uniformément sur A⊆ E si et seulement si :

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀p, q ¾ N(ε)(p < q) ∀x ∈ A on a

�

�

�

�

�

q
∑

k=p+1

fk(x)

�

�

�

�

�

¶ ε

Démonstration.

∀n¾ 0 sn =
n
∑

k=0

fk

 

∑

k¾0

fK converge uniformément sur A⊆ E

!

⇐⇒
�

(sn)n¾0 converge uniformément sur A⊂ E
�

⇐⇒
�

(sn)n¾0 vérifie le C.U.C. sur A⊆ E
�

⇐⇒
�

∀ε > 0,∃N(ε) ∈ N/∀p, q ¾ N(ε)(p < q),

∀x ∈ A on a
�

�sp(x)− sq(x)
�

�¶ ε

�

�

�sp(x)− sq(x)
�

�=

�

�

�

�

�

q
∑

k=p+1

fk(x)

�

�

�

�

�

Proposition 28 (Lemme d’Abel pour les séries de fonctions). Soit ( fn)n¾0 une
suite de fonctions : fn : E→K. Soit (αn)n¾0 une suite décroissante d’applications
de E dans R+ avec αn : E→ R+. On suppose :

1. αn −−→n→∞
0 uniformément sur A⊆ E : αn↘

uniformément
0 .

2. ∃M> 0/∀x ∈ A,∀n¾ 0 :
�

�

∑n
k=0 fk(x)

�

�¶M.

Alors
∑

k¾0 fk ·αk est convergente uniformément sur A.
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Démonstration. On va vérifier le C.U.C. sur A ⊆ E pour
∑

k¾0 fkαk. Soient x ∈
A, p, q ∈ N(p < q) et n¾ 0. On cherche à majorer :

q
∑

k=p+1

fk(x)αk(x)

On sait que :

sn(x) = f0(x) + f1(x) + · · ·+ fn(x) =
n
∑

k=0

fk(x)

∀p ¾ 0 sp+1(x)− sp(x) = fp+1(x)

D’où :
�

�

�

�

�

q
∑

k=p+1

αk(x) fk(x)

�

�

�

�

�

=
�

�αp+1(x) fp+1(x) +αp+2(x) fp+2(x) + · · ·+αq(x) + fq(x)
�

�

=

�

�

�

�

�

αp+1(x)
�

sp+1(x)− sp(x)
�

+αp+2(x)
�

sp+2(x)− sp+1(x)
�

+ · · ·+αq(x)
�

sq(x)− sq−1(x)
�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

−αp+1(x)sp(x) +
�

αp+1(x)−αp+2(x)
�

sp+1(x)

+ · · ·+
�

αq−1(x)−αq(x)
�

sq−1(x) +αqsq(x)

�

�

�

�

�

¶M

�

�

�

�

�

αp+1(x) +αp+1(x)−αp+2(x) +αp+2(x)−αp+3(x)
+ · · ·+αq−1(x)−αq−1(x) +αq(x)

�

�

�

�

�

¶ 2M
�

�αp+1(x)
�

�−−→
p→∞

0 uniformément sur A⊆ E

Application. Soit θ ∈]0,2pi[= E fixé. Soient A = [θ, 2π − θ] ⊂ E et gn :
[0, 2π − θ] → C définie par x 7→ gn(x) = αneinx où (αn)n¾0 ↘0 et ∀n ¾
0,αn ¾ 0, αn ∈ R+.

On cherche la nature de
∑

n¾0 gn(x) =
∑

n¾0αneinx .

fn(x) = einx = cos nx + i sin nx = (ei x)n = (cos x + i sin x)n

�

�sn(x)
�

�=

�

�

�

�

�

n
∑

k=0

fk(x)

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

n
∑

k=0

eikx = 1+ ei x + e2i x + · · ·+ einx

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

1− ei(n+1)x

1− ei x

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

sin (n+1)x
2

sin x
2

�

�

�

�

�

(x 6= 0, x 6= 2π)

¶
1

�

�

�sin x
2

�

�

�

¶
1

sin θ

2

=M
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∑

n¾0αneinx converge uniformément sur [θ, 2π− θ] avec θ ∈]0,π[.
En particulier, si ν> 0, les séries suivantes convergent :

∑

n¾0

einx

n+ 1
;
∑

n¾0

einx

(n+ 1)ν
;

∑

n¾0

cos nx

(n+ 1)ν
;
∑

n¾0

sin nx

(n+ 1)ν



Chapitre III

Séries entières

Définition 17. Soit (an)n¾0 une suite réelle ou complexe. Soit ( fn)n¾0, avec
pour tout n ¾ 0, fn : K → C définie par x 7→ fn(x) = an xn. Alors la série
∑

n$ge0 fn est appelée série entière.
On notera cette série entière :

∑

n¾0

an xn

On peut aussi considérer des séries entières du type :
∑

n¾0

an(x − x0)
n (x , x0 ∈K)

Exemples. 1.
∑

n¾0 xn, ici an = 1. Si |x | < 1 on sait que
∑

n¾0 xn est abso-
lument convergente et

∑∞
n=0 xn = 1

1−x
. Y-a-t’il convergence uniforme ?

2.
∑

n¾0
xn

n!
, où x ∈ K ; an =

1
n!

. En utilisant le critère de d’Alembert : soit
x ∈ C, si x = 0 il y a convergence, sinon :

�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

xn+1

(n+1)!
xn

n!

�

�

�

�

�

�

=
|x |
(n+ 1)

−−→
n→∞

0= ` < 1

Pour tout x ∈ C (ou R),
∑

n¾0
xn

n!
est absolument convergente.

III.1 Rayon, disque de convergence

Définition 18. Soit x0 ∈ K ; r > 0. On appelle disque ouvert de K de centre
x0 et de rayon r l’ensemble :

D(x0, r) =
¦

x ∈K/
�

�x − x0

�

�< r
©

50
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On appelle disque fermé de K de centre x0 et de rayon r l’ensemble :

D(x0, r) =
¦

x ∈K/
�

�x − x0

�

�¶ r
©

On appelle cercle de centre x0 et de rayon r l’ensemble :

S(x0, r) =
¦

x ∈K/
�

�x − x0

�

�= r
©

Proposition 29 (dite d’Abel). Soit x0 ∈ C \ {0} tel que la suite (an xn
0)n¾0 soit

bornée. Alors pour tout x dans C tel que |x | <
�

�x0

�

� la série
∑

n¾0 an xn est ab-
solument convergente, donc convergente et normalement convergente dans tout
disque fermé D(x0, r) où r <

�

�x0

�

�.

Démonstration.
�

(an xn
0)n¾0 bornée dans C

�

⇐⇒
�

∃M> 0/∀n¾ 0,
�

�an xn
0

�

�¶M
�

⇐⇒
�

∃M> 0/∀n¾ 0,
�

�an

�

�

�

�x0

�

�

n ¶M
�

∀n¾ 0,
�

�an xn
�

�=

�

�

�

�

an

�

x0

x0

�n

xn

�

�

�

�

=
�

�an xn
0

�

�

�

�

�

�

x

x0

�

�

�

�

n

¶M

 

|x |
�

�x0

�

�

!n

Or
∑

n¾0

�

|x |
|x0|

�n

converge si |x | <
�

�x0

�

�, donc le critère de comparaisons des

séries donne :
∑

n¾0

�

�an xn
�

� converge si |x |<
�

�x0

�

�.

Soit r > 0, r <
�

�x0

�

�. On se place sur le disque, ∀x ∈ D(0, r), |x | ¶ r <
�

�x0

�

�,
on a :

∀x ¾ 0
�

�an xn
�

�¶M

 

|x |
�

�x0

�

�

!n

¶

 

r
�

�x0

�

�

!n

∑

n¾0

�

r

|x0|

�n

est convergente car r <
�

�x0

�

�. Donc pour x ∈ D(0, r),
∑

n¾0 an xn

converge normalement.

Définition 19. Soit
∑

n¾0 an xn. Soit A l’ensemble des réels r ¾ 0 (A 6= ; car
0 ∈ A) tels que la série

∑

n¾0

�

�an

�

� rn converge. On pose :

R=

(

supA si A est majoré

+∞ sinon

Alors R est appelé rayon de convergence de la série entière
∑

n¾0 an xn.

D(0, R) = {x ∈K/ |x |< R} si R est fini

D(0,+∞) =K si R=+∞

est appelé disque ouvert de convergence de la série entière
∑

n¾0 an xn.
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Théorème 8 (caractérisation de R). Soit
∑

n¾0 an xn une série entière (réelle ou
complexe) de rayon de convergence R. Alors on a :

1.
∑

n¾0 an xn est absolument convergente pour |x |< R.
2.
∑

n¾0 an xn diverge pour |x |> R (car R est fini).
3. ∀r ∈ [0,R[, la série

∑

n¾0 an xn converge normalement sur D(0, r).

Démonstration. Soit R ∈]0,+∞] (si R = 0, trivial). Soit r ∈ [0,R[, 0 ¶ r < R.
Il existe r0 > 0 tel que r < r0 < R. Par définition de R, la série

∑

n¾0

�

�an

�

� rn
0

est convergente car r0 < R, donc
�

�an

�

� rn
0 −−→n→∞

0, d’où la suite (anrn
0 )n¾0 est

bornée. On applique la proposition d’Abel :
∑

n¾0 an xn converge normalement

sur D(0, r), d’où 3 et 1.
Prouvons 2. On suppose que R ∈ [0,+∞[. Soit x ∈ C tel que |x | > R.

Supposons la suite (
�

�an xn
�

�)n¾0 bornée. Soit r tel que R < r < |x |. Alors la
série

∑

n¾0

�

�an

�

� rn converge, car
�

�an

�

� rn =
�

�an xn
�

�

rn

|xn|
. Ce qui est absurde par

définition de R, donc (an xn)n¾0 ne peut pas être bornée d’où la divergence de
la série.

Remarque. Si |x |= R, la conclusion n’est pas immédiate.

Corollaire 2. Soit
∑

n¾0 an xn une série entière sur K de rayon de convergence R
(éventuellement égal à +∞). Alors :

1. Si pour tout x ∈K la série
∑

n¾0 an xn converge, alors R=+∞.
2. S’il existe λ ∈]0,+∞[ tel que

∑

n¾0 an xn converge pour |x | < λ, alors
R¾ λ.

3. S’il existe µ ∈]0,+∞[ tel que
∑

n¾0 an xn diverge pour |x |> µ, alors R¶ µ.

Démonstration. 1. Pour x = 0, il y a convergence. Soit x ∈ C \ {0} tel que
∑

n¾0 an xn converge. La suite
�

an xn�

n¾0 est bornée (car an xn −−→
n→∞

0),

donc
��

�an xn
�

�=
�

�an

�

� |xn|
�

n¾0
l’est aussi. On a convergence de la série

∑

n¾0

�

�an

�

� rn pour tout r tel que r < |x |. Comme x est quelconque dans
C \ {0},

A=

(

r ¾ 0/
∑

n¾0

�

�an

�

� rn converge

)

n’est pas majoré, donc R=+∞.

2. Soit λ ∈]0,+∞[ tel que
∑

n¾0 an xn converge pour tout x ∈ C tel que
|x | < λ. Soit r1 < λ. On a

∑

n¾0 anrn
1 converge par hypothèse, donc

�

anrn
1

�

n¾0
est bornée et Abel donne :

∑

n¾0

�

�an

�

� rn converge ∀r < r1
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Donc R¾ λ.

3. Même raisonnement.

Corollaire 3. 1. S’il existe x0 ∈ C tel que
∑

n¾0 an xn
0 converge, alors R ¾

�

�x0

�

�.

2. S’il existe x1 ∈ C tel que
∑

n¾0 an xn
1 diverge, alors R¶

�

�x1

�

�.

Démonstration. 1. Si x0 = 0 alors R ¾ 0. Si x0 6= 0 alors
∑

n¾0 an xn est
convergente pour tout x ∈ C tel que |x | <

�

�x0

�

�. En effet, ∀x ∈ C tel que
|x |<

�

�x0

�

� on a :

�

�an xn
�

�=

�

�

�

�

an xn
0

xn

xn
0

�

�

�

�

=
�

�an xn
0

�

�

�

�

�

�

x

x0

�

�

�

�

n

¶M

�

�

�

�

x

x0

�

�

�

�

n

=M

 

|x |
�

�x0

�

�

!n

D’où
∑

n¾0

�

�an xn
�

� converge. On applique alors le corollaire 1 avec λ =
�

�x0

�

� : R¾ λ=
�

�x0

�

�.

2. Utiliser le corollaire 1 avec µ=
�

�x1

�

�.

Exemples. 1. Trouver le rayon de convergence de
∑

n¾0 xn. ∀x ∈ C, |x | <
1 = λ on a

∑

n¾0 xn converge, d’où R ¾ λ = 1. Si x1 = 1,
∑

n¾0 1n

diverge, d’où R¶ 1. Donc R= 1.

2. Soit la série
∑

n¾0
xn

n!
. ∀x ∈ C, on sait que

∑

n¾0
xn

n!
converge, donc R =

+∞. D’où ∀R0 > 0,
∑

n¾0
xn

n!
converge normalement sur D(0,R0).

3. Soit
∑

n¾1
xn

x
, ici an =

1
n
. Pour x0 =−1 la série

∑

n¾1
(−1)n

n
converge (série

alternée), donc R ¾
�

�x0

�

� = 1. Pour x1 = 1,
∑

n¾1
(−1)n

n
diverge (série

harmonique), donc R¶
�

�x1

�

�= 1. Donc R= 1.

Proposition 30 (Calcul explicite de R). Soit
∑

n¾0 an xn une série entière de
rayon de convergence R. Alors :



CHAPITRE III. SÉRIES ENTIÈRES 54

1. Si tous les an sont non nuls et si limn→∞

�

�

�

an+1

an

�

�

� = L ∈ [0,+∞], alors R =
1
L
∈ [0,+∞] (de d’Alembert).

2. Si limn→∞
n
Æ

�

�an

�

�= L ∈ [0,+∞], alors R= 1
L
∈ [0,+∞] (Cauchy).

Également vrai avec L= limsup
�

�

�

an+1

an

�

�

� ou L= lim sup n
Æ

�

�an

�

�.

Démonstration. 1. Supposons que limn→∞

�

�

�

an+1

an

�

�

� = L avec L 6= 0. Si x = 0 il

y a convergence. Si x 6= 0 le critère de d’Alembert donne :
�

�

�

�

an+1 xn+1

an xn

�

�

�

�

=

�

�

�

�

an+1

an

�

�

�

�

|x | −−→
n→∞

L |x |

D’où si L |x | < 1 la série est absolument convergente et donc R ¾ 1
L

(corollaire 1).
Si L |x | > 1 la série est divergente et donc R ¶ 1

L
(corollaire 1). Finale-

ment R= 1
L
.

2. Si L= 0, limn→∞

�

�

�

an+1

an

�

�

�= 0 et donc pour x 6= 0 :

lim
n→∞

�

�

�

�

an+1 xn+1

an xn

�

�

�

�

=

�

lim
n→∞

�

�

�

�

an+1

an

�

�

�

�

�

|x |= 0< 1

D’où la convergence absolue de la série pour tout x ∈K. Donc R=+∞.

3. L=+∞, si x 6= 0 :

lim
n→∞

�

�

�

�

an+1 xn+1

an xn

�

�

�

�

= lim
n→∞

�

�

�

�

an+1

an

�

�

�

�

|x |=+∞

Donc divergence de la série
∑

n¾0 an xn (et de
∑

n¾0

�

�an xn
�

�). Donc :

(

r ¾ 0/
∑

n¾0

�

�an

�

� rn converge

)

= {0}= A

sup(A) = 0= R. D’où R= 0.

4. Idem pour le calcul de R avec Cauchy :

lim
n→∞

n
Æ

�

�an

�

�= L

L ∈ [0,+∞].
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5. En conclusion :

lim
n→∞

�

�

�

�

an+1

an

�

�

�

�

= L⇒ R=
1

L

lim
n→∞

�

�

�

�

an+1

an

�

�

�

�

= L⇒ R=
1

L

lim
n→∞

n
Æ

�

�an

�

�= L⇒ R=
1

L

lim
n→∞

n
Æ

�

�an

�

�= L⇒ R=
1

L
L ∈ [0,+∞]. Ce sont les formules d’Hadamard.

III.2 Opérations sur les séries entières

III.2.1 Somme de deux séries entières

Proposition 31. Soient
∑

n¾0 an xn et
∑

n¾0 bn xn deux séries entières de rayons
de convergence respectifs R1 et R2. Alors le rayon R de convergence de la série
∑

n¾0(an+ bn)xn vérifie :
1. R¾ inf(R1, R2), et R= inf(R1, R2) si R1 6= R2.
2. ∀x ∈K avec |x |< inf(R1, R2) on a :

∞
∑

n=0

(an+ bn)x
n =

∞
∑

n=0

an xn+
∞
∑

n=0

bn xn

Démonstration. 1. Si x ∈K tel que |x |< inf(R1, R2) il y a convergence pour
les deux séries, d’où R¾ inf(R1, R2) (corollaire 1).
Supposons R1 6= R2. On suppose R1 < R2. Il y a deux cas : soit R1 < R <
R2 soit R1 < R2 < R.
Supposons R1 < R < R2. Soit x ∈ K tel que R1 < |x | < R2. Alors
∑

n¾0 an xn diverge puisque |x |> R1. Si |x |< R la série
∑

n¾0(an+ bn)xn

est convergente. Or
∑

n¾0 bn xn est convergente puisque |x | < R2, d’où
par soustraction :

∑

n¾0

an xn =
∑

n¾

(an+ bn)x
n−
∑

n¾0

bn xn converge

Absurde car |x |> R1, donc R= R1 = inf(R1, R2).
2. Si x est tel que |x | < inf(R1, R2) alors

∑

n¾0 an xn est convergente et
∑

n¾0 bn xn est convergente d’où le résultat.
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III.2.2 Produit de deux séries entières

Proposition 32. Soient
∑

n¾0 an xn et
∑

n¾0 bn xn deux séries entières de rayons
de convergence respectifs R1 et R2. La série entière produit :

∑

n¾0

 

n
∑

j=0

a j bn− j

!

xn

A pour rayon de convergence R vérifiant R ¾ inf(R1, R2). ∀x tel que |x | <
inf(R1, R2) on a :

 

∞
∑

n=0

! 

∞
∑

n=0

!

=
∞
∑

n=0

 

n
∑

j=0

a j bn− j

!

xn

Démonstration. Si |x | < inf(R1, R2) les deux séries sont absolument conver-
gentes d’où le résultat.

III.2.3 Continuité de la somme d’une série entière

Proposition 33. Soit
∑

n¾0 an xn une série entière réelle ou complexe de rayon de
convergence R. Posons D= D(0, R) = {x ∈K/ |x |< R}. Notons, pour tout x ∈ D,
S(x) =

∑∞
n=0 an xn. Ainsi on a une application S : D→ K définie par x 7→ S(x).

Alors S est continue sur D, le disque ouvert de convergence.

Démonstration. Soit x ∈ D. Donc |x | < R. Soit r > 0 tel que |x | ¶ r < R. Ainsi
x ∈ D(0, r). La série

∑

n¾0 an xn est uniformément convergente sur D(0, r). un :
x 7→ un(x) = an xn est continue surK ∀n¾ 0.

∑

n¾0 un converge uniformément
sur D(0, r). Donc

∑∞
n=0 un est continue en x , d’où la continuité de S sur D.

III.2.4 Séries entières à variables réelles

On considère
∑

n¾0 an xn avec comme rayon de convergence R > 0 et x ∈
]−R, R[⊂ R, et an ∈K.

Proposition 34 (Intégration de la somme). La série entière
∑

n¾0
an

n+1
xn+1, ob-

tenue par intégration terme à terme, a aussi pour rayon de convergence R et
∀x ∈]−R, R[. On a :

∫ x

0

 

∞
∑

n=0

an tn

!

d t =
∞
∑

n=0

�
∫ x

0

an tn d t

�

=
∞
∑

n=0

an

n+ 1
xn+1
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Démonstration. On revient à l’intégrabilité d’une série de fonction. R > 0,
soient x ∈]− R,R[ et r > 0 tel que R < −r ¶ x ¶ r < R. Soit R′ le rayon
de convergence de la série

∑

n¾0
an

n+1
xn+1. Posons, pour tout x dans [−r, r], et

pour tout n¾ 0 :

Fn(x) =

∫ x

0

an tn d t =
an

n+ 1
xn+1

La série
∑

n¾0 an xn converge uniformément sur [−r, r]. Donc, grâce au théo-
rème d’intégrabilité des séries de fonctions, la série

∑

n¾0 Fn converge unifor-
mément sur [−r, r]. De plus, on a, ∀x ∈ [−r, r] :

∞
∑

n=0

Fn(x) =
∞
∑

n=0

�
∫ x

0

an tn d t

�

=

∫ x

0

 

∞
∑

n=0

an tn

!

d t =
∞
∑

n=0

an

n+ 1
xn+1

Donc ∀x tel que |x |< R, la série
∑

n¾0
an

n+1
xn+1 converge. D’où R′ ¾ R.

Reste à montrer que R′ = R, en exercice.

Proposition 35 (Dérivabilité de la somme). La série entière
∑

n¾1 nan xn−1, ob-
tenue par dérivation terme à terme, a aussi pour rayon de convergence R. Soit
S la somme de la série entière : ∀x ∈]− R, R[, S(x) =

∑∞
n=0 an xn. Alors S est

dérivable sur ]−R,R[ et on a :

S′(x) =
∞
∑

n=1

nan xn−1

On réitère : S est indéfiniment dérivable sur ]− R,R[, et de plus on a ∀k ∈ N,
S(k)(0) = k!ak.

Démonstration. Soit r > 0 tel que x ∈ [−r, r] ⊂] − R, R[. Sur [−r, r], on
applique le théorème de la dérivabilité de la série de fonctions :

∑

n¾0 an xn,
un(x) = an xn. D’où R′ ¾ R.

Ici aussi, montrer que R′ = R est laissé en exercice.
∀x ∈ [−r, r], S′(x) =

∑∞
n=1 nan xn−1. D’où S′(0) = a1 = 1!a1. Par récur-

rence sur k, on obtient que ∀k ∈ N,

S(k)(x) =
∞
∑

n=k

n(n− 1) . . . (n− (k− 1))an xn−k

D’où S(k)(0) = k!ak.

Théorème 9 (d’Abel). Soit x0 ∈ R∗+ (resp. x0 ∈ R∗−) tel que la série
∑

n¾0 an xn
0

converge. Alors la série
∑

n¾0 an xn converge uniformément sur [0, x] (resp. sur
[x0, 0]) et sa somme y est continue.
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Démonstration. Si
�

�x0

�

� < R, c’est évident. On sait que R ¾
�

�x0

�

�. Il suffit d’exa-
miner la situation x0 = ±R. Supposons x0 = +R > 0 et

∑

n¾0 anRn conver-
gente. D’après le critère de Cauchy,

∑

n¾0 an xn
0 converge si et seulement si

∀ε > 0,∃N0 ∈ N∗/∀p, q ¾ N0(q > p) on a

�

�

�

�

�

q
∑

k=p+1

ak x k
0

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

ap+1 x p+1
0 + ap+2 x p+2

0 + · · ·+ aq xq
0

︸ ︷︷ ︸

Ap,q

�

�

�

�

�

�

�

¶ ε

On veut montrer que le critère uniforme de convergence de la série
∑

n¾0 an xn

est vrai sur [0, x0] = [0, R] : ∀ε > 0,∃N1 ∈ N∗/∀p, q ¾ N1(q > p)∀x ∈ [0, x0]

alors
�

�

�

∑q
k=p+1 ak x k

�

�

�=

�

�

�

�

�

�

�

ap+1 x p+1+ · · ·+ aq xq

︸ ︷︷ ︸

∆p,q

�

�

�

�

�

�

�

¶ ε.

ap+1 x p+1
0 = Ap,p+1

ap+2 x p+2
0 =

�

Ap,p+2−Ap,p+1

�

aq xq
0 = Ap,q −Ap,q−1

�

�∆p,q(x)
�

�=

�

�

�

�

�

ap+1 x p+1
0

�

x

x0

�p+1

+ · · ·+ aq xq
0

�

x

x0

�q
�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ap,p+1

�

x

x0

�p+1

+
�

Ap,p+2−Ap,p+1

�

�

x

x0

�p+2

+ · · ·+
�

Ap,q −Ap,q−1

�

�

x

x0

�q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ap,p+1

�

�

x

x0

�p+1

−
�

x

x0

�p+2
�

+Ap,p+2

�

�

x

x0

�p+2

−
�

x

x0

�p+3
�

+ · · ·+Ap,q−1

�

�

x

x0

�q−1

−
�

x

x0

�q
�

+Ap,q

�

x

x0

�q

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

¶ ε
�

�

x

x0

�p+1

+ . . .

�

¶ ε
�

x

x0

�p+1

¶ ε

Donc N1 = N0.
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Exemple.
∑

n¾1
(−1)n−1 xn

n
. Si x0 = 1,

∑

n¾1
(−1)n−1

n
converge, donc R¾ 1. D’Alem-

bert nous donne R ¶ 1, d’où R = 1. Alors, sur ]− 1, 1[=]− R,R[ la série est
convergente. Donc sur [0,1] il y a convergence uniforme, donc la somme de
la série y est continue. ∀x ∈ [0, 1], S(x) =

∑∞
n=1

(−1)n−1 xn

n
et :

lim
x→1−

S(x) = S(1) =
∞
∑

n=1

(−1)n−1

n
= ln(2)

III.3 Développements en série entière d’une fonc-
tion à variable réelle

Proposition 36. Soient I=]−α,+α[⊂ R, f : I→ R. Existe-t-il une série entière
telle que f (x) =

∑

n¾0 an xn sur I. Si oui, est-elle unique ?

Proposition 37. Soit f :]−α,α[→ R. Si f est la somme d’une série entière sur
I, alors f est indéfiniment dérivable et de plus on a

∀x ∈]−α,α[ f (x) =
∞
∑

n=0

f (n)(0)
n!

xn

Démonstration. Supposons qu’il existe une série entière
∑

n¾0 an xn telle que

∀x ∈]−α,α[ f (x) =
∞
∑

n=0

an xn

Alors le corollaire 1 dit que le rayon de convergence R de la série vérifie R¾ α.
Donc ]−α,α[⊂]−R,R[.

Par dérivations successives, f est indéfiniment dérivable, et

∀x ∈]−α,α[ f ′(x) =
∞
∑

n=1

nan xn−1

...

f (k)(x) =
∞
∑

n=k

n(n− 1)(n− 2) . . . (n− (k− 1))an xn−k

∀k ∈ N

D’où f (k)(0) = k!ak, ainsi ak =
f (k)(0)

k!
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Définition 20. Soit f :]−α,α[→ R indéfiniment dérivable. On appelle série
de Mac Laurin de f au voisinage de 0 la série entière

∑

k¾0

f (k)(0)
k!

x k

Intéressons nous maintenant au problème de convergence de la série de
Mac Laurin de f .

Exemple. Soit f : R→ R définie par

x 7→ f (x) =

(

e−
1

x2 si x > 0

0 si x ¶ 0

f est indéfiniment dérivable sur R∗. Étudions sa continuité en 0.

lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

e−
1

x2 = 0= lim
x→0−

f (x) = f (0)

Maintenant sa dérivabilité en 0.

lim
x→0−

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0−

0− 0

x
= 0

lim
x→0+

f (x)− f (0)
x − 0

= lim
x→0+

e−
1

x2

x

= lim
x→0+
(
1

x
)e−(

1
x2 )

2

= lim
u→∞

ue−u2
= 0

Donc f ′(0) = 0. En réitérant, on trouve f (k)(0) = 0, pour tout k ∈ N.
La série de Mac Laurin (ou de Taylor) au voisinage de 0 est

∑

n¾0

f (k)(0)
k!

x k = 0

Mais f (x) 6= 0 pour x au voisinage de 0, donc f n’est pas dérivable en série
entière au voisinage de 0, alors que f ∈ C∞(R).

On va alors s’intéresser à la différence
�

�

�

�

�

f (x)−
n
∑

k=0

f (k)(0)
k!

x k

�

�

�

�

�

quand n tend vers l’infini, sur le disque de convergence de la série.
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Proposition 38. Soit f : I =]− α,α[→ R indéfiniment dérivable. On suppose
qu’il existe M> 0 telle que ∀n¾ 0, ∀x ∈ I on a

�

� f (n)(x)
�

�¶M. Alors ∀x ∈ I

f (x) =
∞
∑

k=0

f (k)(0)
k!

x k

Démonstration. Formule de Taylor avec reste intégral. ∀x ∈ I,

f (x) =
n
∑

k=0

f (k)(0)
k!

x k +

∫ x

0

(x − t)n

n!
f (n+1)(t) d t

que l’on peut montrer par récurrence sur n. ∀x ∈ I,
�

�

�

�

�

f (x)−
n
∑

k=0

f (k)(0)
k!

x k

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

∫ x

0

(x − t)n

n!
f (n+1)(t) d t

�

�

�

�

�

Supposons x ¾ 0.
�

�

�

�

�

f (x)−
n
∑

k=0

f (k)(0)
k!

x k

�

�

�

�

�

¶
∫ x

0

(x − t)n

n!
M d t =M

�

−
(x − t)n+1

(n+ 1)!

�x

0

¶M
xn+1

(n+ 1)!

Donc ∀x ∈ I, la différence est majorée par M|x |n+1

(n+1)!
. Montrons que

lim
n→∞

|x |n+1

(n+ 1)!
= 0

On considère la série |x |n+1

(n+1)!
. Le critère de d’Alembert donne sa convergence

pour tout x ∈ I, x 6= 0.

�

�

�

�

un+1

un

�

�

�

�

=
|x |n+2

(n+ 2)!
×
(n+ 1)!

|x |n+1 =
1

(n+ 2)
|x | −−→

n→∞
0< 1

Donc la série converge, et limn→∞
|x |n+1

(n+1)!
= 0.

III.4 Quelques fonctions usuelles définies par des
séries entières

À ne pas confondre avec les D.L. qui ne sont vrais que localement.
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III.4.1 Fonction ex

x ∈ R. La série de Taylor de f : R→ R définie par f (x) = ex est

∑

p¾0

f (p)(0)
p!

x p

Comme f (p)(0) = e0 = 1, cette série devient

∑

p¾0

x p

p!

Alors,
�

�

�

�

�

f (x)−
n
∑

p=0

f (p)(0)
p!

�

�

�

�

�

¶M
|x |n+1

(n+ 1)!

où M majore les dérivées successives de f . Sur [0, x] (ou [x , 0] si x ¶ 0), on
a

∀t ∈ [0, x]
�

� f (p)(t)
�

�¶ e|x | =M

Donc, ∀x ∈ R
�

�

�

�

�

ex −
n
∑

p=0

f (p)(0)
p!

x p

�

�

�

�

�

¶ e|x |
|x |n+1

(n+ 1)!

Donc sur I=]−α,α[⊂ R on a, ∀x ∈ I

eα
|x |n+1

(n+ 1)!
−−→
n→∞

0

D’où, ∀x ∈]−α,α[

ex =
∞
∑

p=0

x p

p!

Avec convergence uniforme de la série sur [−α,α].

III.4.2 Fonction e−x

On a ∀x ∈ R

e−x =
∞
∑

p=0

(−1)p
x p

p!

Avec convergence uniforme de la série sur tout intervalle du type ]−α,α[.
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III.4.3 Fonctions hyperboliques et circulaires

ch= cosh : R→ R défini par ch(x) = ex+e−x

2
. Par somme des deux fonctions

précédentes, on a ∀x ∈ R

ch(x) =
∞
∑

p=0

x2p

(2p)!

avec convergence uniforme pour tout intervalle [−α,α].
sh = sinh : R→ R défini par sh(x) = ex−e−x

2
. Par différence maintenant, on

a ∀x ∈ R

sh(x) =
∞
∑

p=0

x2p+1

(2p+ 1)!

avec convergence uniforme sur [−α,α].
cos : R→ [−1,1]. f (p)(x) = cos(p)(x) = cos(x + pπ

2
) par récurrence sur p.

Donc f (p)(0) = cos(pπ
2
). Si p est impair, cos(pπ

2
) = 0, et cos(2pπ

2
) = (−1)p.

D’où, ∀x ∈ R

cos(x) =
∞
∑

p=0

(−1)p
x2p

(2p)

Ici encore, le rayon de convergence est +∞.
sin : R→ [−1,1], par récurrence sur p on a sin(p)(x) = sin(x + pπ

2
). On a,

∀x ∈ R

sin(x) =
∞
∑

p=0

(−1)p
x2p+1

(2p+ 1)!

III.4.4 Fonction (1+ x)α

Si α ∈ N, on obtient un polynôme, qui est déjà une série entière.
Supposons donc α ∈ R \N. f : R→ R définie par f (x) = (1− x)α.

f (p)(x); f ′(x) = α(1+ x)α−1; f ′(0) = α

Donc, ∀x ∈]− 1, 1[

(1+ x)α = 1+
∞
∑

p=1

α(α− 1) . . . (α− (p− 1))
p!

x p
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III.4.5 Fonctions 1
1+x

et 1
1−x

∀x ∈]− 1, 1[,
1

1+ x
=

∞
∑

n=0

(−1)n xn

1

1− x
=

∞
∑

n=0

xn

On peut indéfiniment intégrer (ou dériver) terme à terme ces deux séries. En
intégrant la première, on trouve ∀x ∈]− 1,+1[

ln(1+ x)Λ =
∞
∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1

En prenant x = 0 on trouve que Λ = 0. Donc, ∀x ∈]− 1,1[

ln(1+ x) =
∞
∑

n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1

=
∞
∑

p=1

(−1)p−1 x p

p

Sur [0,1] = [0, R] on peut appliquer Abel, il y a donc convergence uniforme
sur [0,1]. Par continuité de la somme sur [0,1], on a

lim
x→1−
(ln(1+ x)) = lim

x→1−

 

∞
∑

p=1

(−1)p−1 x p

p

!

=
∞
∑

p=1

(−1)p−1

p
= ln(2)

III.4.6 Exponentielle complexe

La série
∑

p¾0
zp

p!
pour z ∈ C est absolument convergente, car ∀z 6= 0

|z|p+1

(p+ 1)!
×

p!

|z|p
=

|z|
(p+ 1)

−−→
p→∞

0< 1

Posons S(z) = ez =
∑∞

n=0
zp

p!
, ∀z ∈ C.

Proposition 39. ∀z = x + i y ∈ C et ∀u, v ∈ C :
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1. L’application z 7→ ez est continue sur C.

2. eu+v = euev

3. ez 6= 0

4. ei y =
∑∞

p=0
(i y)p

p!
= cos y + i sin y

5. ∀z = x + i y ∈ C on a ez = ex+i y = ex ei y = ex(cos y + i sin y)

6. ∀z = x + i y ∈ C, |ez|= eRe(z) = ex

7. ∀z ∈ C, ez = ez = ex−i y = ex e−i y = ex(cos y − i sin y)

Démonstration. z ∈ C, ez = exp(z) =
∑∞

n=0
zn

n!

1. z 7→ ez est continue sur C.
Critère de d’Alembert : z 6= 0,

�

�

�

�

zn+1

(n+ 1)!

�

�

�

�

�

�

�

�

n!

zn

�

�

�

�

=
|z|

n+ 1
−−→
n→∞

0

donc R = +∞ ; la série est absolument convergente sur C, donc conver-
gente sur C. Soit r0 > 0 fixé quelconque. Sur le disque fermé D(0, r0) =
{z ∈ C||z| ¶ r0} la série converge uniformément ; D(0, r0)→ C, z 7→ ez

est continue. D’où la continuité sur C.

2. ∀u, v ∈ C, euev = eu+v

eu =
∞
∑

p=0

up

p!
︸︷︷︸

ap

; ev =
∞
∑

p=0

vp

p!
︸︷︷︸

bp

Le produit des deux séries donne une série absolument convergente, car
les deux séries sont absolument convergentes, et c’est la série

∑

n¾0 wn
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où

wn =
∑

i+ j=n

ai bJ

=
n
∑

i=0

an−i bi

=
n
∑

i=0

ai bn−i

=
n
∑

i=0

un−i

(n− i)!
v i

i!

=
1

n!

n
∑

i=0

n!

(n− i)!i!
︸ ︷︷ ︸

( i
n)

un−i v i

=
1

n!
(u+ v)n

donc
 

∞
∑

p=0

up

p!

! 

∞
∑

p=0

vp

p!

!

=
∞
∑

n=0

wn =
∞
∑

n=0

(u+ v)n

n!
= eu+v

3. ∀z ∈ C, ez 6= 0
Si z = 0, e0 = 1. D’où, ∀z ∈ C, e−zez = 1, donc ez 6= 0 et e−z 6= 0. En
conséquence, si x ∈ R, ex e−x = 1 et ex 6= 0, mais également ex et e−x

sont de même signe pour tout x de R. Comme e0 = 1 > 0, on en déduit
ex > 0, ∀x ∈ R.

4. ∀y ∈ R,

ei y =
∞
∑

n=0

(i y)n

n!

=
∞
∑

n=0

(i y)2n

(2n)!
+
∞
∑

n=0

(i y)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞
∑

n=0

(−1)n y2n

(2n)!
+ i

∞
∑

n=0

(−1)n y2n+1

(2n+ 1)!

= cos y + i sin y

5. z = x + i y , ez = ex+i y , ex ei y = ex(cos y + i sin y)
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6. ∀z ∈ C,

|ez|=
�

�ex+i y
�

�=
�

�ex(cos y + i sin y)
�

�

= |ex |
�

�cos y + i sin y
�

�

= ex
p

cos2 y + sin2 y
= ex = eRe z

Remarque. ∀y ∈ R,

ei y = cos y + i sin y

e−i y = cos(−y) + i sin(−y) = cos y − i sin y

D’où, ∀y ∈ R,

cos y =
ei y + e−i y

2

sin y =
ei y − e−i y

2i
=−i

ei y − e−i y

2

sin y =
i

2
(e−i y − ei y)

Ce sont les formules d’Euler.

III.4.7 Fonctions sh z, ch z, cos z, sin z

Dans le cas réel, on a ∀x ∈ R

cos x =
∞
∑

p=0

(−1)p
x2p

(2p)!

On pose donc ∀z ∈ C

cos z =
∞
∑

p=0

(−1)p
z2p

(2p)!

Pour le sinus, ∀x ∈ R

sin x =
∞
∑

p=0

(−1)p
x2p+1

(2p+ 1)!
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On pose ∀z ∈ C

sin z =
∞
∑

p=0

(−1)p
z2p+1

(2p+ 1)!

De même, on a ∀z ∈ C

ch z = cosh z =
∞
∑

p=0

z2p

(2p+ 1)!

sh z = sinh z =
∞
∑

p=0

z2p+1

(2p+ 1)!

En conséquence, ∀z ∈ C

ch z+ sh z = ez

ch z− sh z = e−z

ch z =
ez + e−z

2

sh z =
ez − e−z

2
ch(iz) = cos z

1

i
sh(iz) = sin z

D’où ∀ ∈ C

cos z+ i sin z = eiz

cos z− i sin z = e−iz

cos z =
eiz + e−iz

2

sin z =
eiz − e−iz

2

∀z, z′ ∈ C on a

ch(z+ z′) = ch z ch z′+ sh z sh z′

sin(z+ z′) = cos z sin z′+ cos z′ sin z

III.4.8 Approximation de e

e = e1 =
∞
∑

n=0

1

n!
= 1+

1

1
+

1

2!
+ . . .
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e est une somme infinie de rationnels. On voit facilement que e > 2. Posons

e =
�

1+
1

1
+ · · ·+

1

n!

�

+Rn

avec Rn −−→n→∞
0. Majorons ce reste :

Rn =
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 2)!
+

1

(n+ 3)!
+ . . .

=
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 1)!(n+ 2)
+

1

(n+ 1)!(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

<
1

(n+ 1)!
+

1

(n+ 1)!
1

(n+ 1)
+

1

(n+ 1)!
1

(n+ 1)2
+ . . .

<
1

(n+ 1)!

�

1+
1

n+ 1
+
�

1

n+ 1

�2

+
�

1

n+ 1

�3

+ . . .

�

<
1

(n+ 1)!

∞
∑

k=0

�

1

n+ 1

�k

=
1

(n+ 1)!
1

1− 1
n+1

<
1

n!n

Pour avoir e à ε près, il faut prendre n tel que

1

n!n
< ε

Proposition 40. e est irrationnel.

Démonstration. 0 < Rn <
1

n!n
< 1. Rn est donc de la forme θ

n!n
avec 0 < θ < 1.

D’où

e = 1+
1

1
+

1

2!
+ · · ·+

1

n!
+
θ

n!n
Supposons e rationnel. Il existe n assez grand tel que (n!n)e soit entier. Or

(n!n)e = n!n
�

1+
1

1
+

1

2!
+ · · ·+

1

n!

�

+ θ

θ n’est pas entier, absurde.


