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Chapitre I

Séries numériques

I.1 Rappels sur les suites

Définition 1. Soit E un ensemble, on appelle suite d’éléments de E une appli-
cation u : N — E définie par n — u(n) = u,,. On dit aussi la suite (u,...,u,,...)
ou (u,),50- On peut aussi considérer des suites a partir d’un certain rang p.
N, ={neN/n>p}
u:N, = E
n— u(n)
u, (un)anJ (upa up+1: see )

Soit f : N — N strictement croissante : Yk € N, f (k) < f (k 4+ 1). Soit (u,),s,
une suite de E. On pose :

Vi = Us(k)
keN

(Vi) ko> (uf(O)’ e uf(n))

(Vi) ks est dite extraite de (u,,) 5, OU sous-suite.

I.1.1 Limite d’une suite

u:N—->C

n—u(n)=a,+ib,
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Etudier (u,),s, équivaut a 'étude de (a,),, et de (b,) so-

u: N—R
n— u(n)

1% cas : lim =/eR

n—oo

Ve>0,IN(e) eN:Vn = N(g)=> £

un—€|<
Se<={l—-e<uy,<l+e

un—K|

On dira que (un)n>0 est convergente et converge vers {.
2¢ cas : lim =400

n—o00
VA>0,IN(A)eN:Vn=NA)=>u, = A

(1,) .o est divergente et diverge vers +oo.

e A —
3¢ cas : lim,_,,, = —00

VB> 0,3N(B)€N:Vn>N(B)=>u, <A
4¢ cas : autres situations u,, = (—1)"

Proposition 1. Soit (un)n>0 une suite convergente vers {. Alors :
1. toute sous-suite converge vers £,

2. la suite (u,),so est bornée : IM = 0,VneN |u

<M

n

I.1.2 Valeur d’adhérence d’une suite

On appelle valeur d’adhérence de (u,),s, tout réel a limite d’une sous-
suite.

Exemple.
u,=(—1"uy,=1

o = —1 et a = 1 sont des valeurs d’adhérence.
Vi = Uy =l etwy =ty =—1

Si u, —— ( alors £ est la seule valeur d’adhérence de (u,,) ,o-

n—oo

Si (u,),=o est bornée, on peut alors extraire une sous-suite convergente.
(Bolzano-Weirstrass). Toute suite bornée admet au moins une valeur d’adhé-
rence. On note lim u, ou lim u,
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I.1.3 Suite de Cauchy
Soit (u,) - On dira que (u,),s, est de Cauchy si et seulement si :
Ve > 0,IN(e) €N, Vp,q = N(g) = |up —uq| <e
La limite éventuelle n’est pas dans la définition.

Proposition 2. (dans R ou C) Une suite (un)@o (réelle ou complexe) est conver-
gente si et seulement si elle est de Cauchy.

I.1.4 Opérations sur les suites

(R ou C) (un)n>0 (vn)n>0

- (U, +v,) .50 suite somme
(1, Va),se  suite produit
(kun)n>0 AeERouC

(ﬁ)nzo (v, #0)

Vn

On suppose : lim,_, u, = £, lim,_, v, = ¢'. Alors :
- lim, o (u, +v,) =L+
- lim,_,(u, - v,) =L’
- lim,_,(Au,)=Al A €RouC
- limn_)oo(:—:) = % si £’ # 0 et v, # 0 pour n grand

— |{|
n—oo

Uy

I.1.5 Propriété dans R

Si Vn = 0,u,, < v, alors lim
vraie pour n = p.

nooo Up < lim,_, v, de méme si u, < v, est

Proposition 3. (Gendarmes) Si ()0 (Vn) .50 €t (W,) s, SOnt trois suites
réelles avec :
u, <v, <w, pour n assez grand

Si de plus lim,,_,, u,, = lim,_,., w,, = £ alors lim,_,., v, = {.

I.1.6 Suites monotones et suites adjacentes
() o €St croissante si :
Vn=0,u,., = u,

(ou & partir d’un rang p). On note : (u,),s, /> et strictement croissante :
(1) ns0 /- Méme notations avec \ pour les suites décroissante.
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Proposition 4. Soient (u,) 5o (V1) 5o dewx suites réelles telles que :

— (u,) 40 est croissante,

— (Va) 150 est décroissante,

- Vnz0,u, <v,
Alors ces deux suites sont convergentes et lim,_,  u, < lim,_ . v,. Si de plus
(u, —v,) — 0 alors les deux suites sont dites adjacentes.

Rappel : toute suite croissante majorée est convergente, toute suite dé-
croissante minorée est convergente.
Vn=0,u, <v, <v,; < < vy = (u,),s, est convergente. Idem pour

I.2 Généralités sur les séries numériques

Définition 2. Soit (u,),, une suite numérique (dans R ou C). On pose pour
nz0:
Sp=Ugtu;+---+u,

On a donc une suite (s,),sq. Alors (s,),>o s'appelle une série numérique de
terme général u,,. s, est la somme partielle d’ordre n.

Notation. On dira la série Zn% u, au lieu de la suite (s,),so. On dira que la
série est convergente et converge vers s si et seulement si la suite (s,,),>q est
convergente vers s. On note :

s s’appelle la somme de la série.

On peut aussi considérer des séries a partir d'un certain rang p :

n

Sp=U, tUyto U, = E Uy
k=p

Exemple.

Proposition 5. Soit p > 0 un rang donné. Soit (u,),so une suite fixée. Alors la
série ), ., Uy est convergente si et seulement si Zk>p uy est convergente.



CHAPITRE I. SERIES NUMERIQUES 7

Démonstration.

Vn=0,s =s,— (u0+u1+---+up_1) =5,—S)1

Si lim s =14

n—o0 “n

. s / I / —
’}Lrlgosn = r}Ln;o (sn +sp_1) = nh_)ngosn +s,.1=L0+s,4

Réciproquement, si lim,,_, s, = ¢ :

. /_ . _
lims) = lims, —s, ;={—s

p—1
n—o0 n—o0

[l

Corollaire 1. La nature d’une série numérique ne change pas si on modifie un
nombre fini de ses termes.

Définition 3. Soit Zk;o u; une série convergente qui converge vers s. Posons
S, =Ug+u; + -+ +u,p = 0. Alors la différence :

[09]

r,= Euk _SP:(,}I_{EOS“)_SP

k=0
n—o00

p
= hm U, — E Uy
n—oo

k=0 =0

k
n
= hm E Uy
n—o0
k=p+1

c9)

-3

k=p+1

= lim (sn —sp)

s’appelle le reste a 'ordre p de la série. On a :

lim r,=s— hmsp=s—s=0

p—00 p—0o0

Proposition 6. (condition nécessaire mais non suffisante) Soit (u,,),> une suite
numérique. Si la série Zk>0 u, converge alors lim,_, u, = 0.

Remarque. Siu, #— 0= Y, u, diverge.
n—0o0 -
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Démonstration.
Vnz0u,=s,—s,.1 = ((uo+---+u,) — (ug+u +---+u,1))

Par hypothese :
lims, =s= lim(s,_;)=s
n—o0 n—oo
car (S,_1),>1 est une suite extraite de (s,,),>o-
limu,=s—s=0

n—oo

Exemples.
1.

> N 0t (-)+
2n—5 37

1
= limu, =—
" 2n—5 o0 T2

donc la série diverge.

>

n=1

1
u,=— lim =0
n n—o0

Montrons que (s,),>; n'est pas de Cauchy dans R.

Son—Sp=(1+1/24---4+1/2n)—(1+1/24+---4+1/n)
1 1 1 1 1
= >
n+1

+ +...+ Zn— =
n+2 n+n 2n 2

La différence (s,, —s,) ne peut pas étre rendue aussi petite donc (s,,),>1
n’est pas de Cauchy. La suite est croissante, et donc :

1

1 7. .
Dot - est la série harmonique.
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3.
Zz” ze€ C gz=raison
n=0
DAt =14z+2 42"
n=0
1%cas : |z| = 1 alors 2" ~—— 0. Carsiz" — 0= |z"| = |z|" — O or
n—o0 n—.oo n—.oo
2 =174 [z|" —=0.8i|z] > 1,); 2" diverge.
Casol |z| <1:
(1+z+22+'-~+z”) (1-2)=1-2"t
1_Zn+1 n
1+z+zz+-~-+z"=—=sn=zzk
1—2 —
lim 2" =0 car lim z"+1| = lim |z|/""' =0
: 1 ok e : :
lim =5, = 1 = Zz = somme de la série géometrique de raison g
n—o0 —Z
k=0
o0 o0 Z
k k
IR IR
k=1 k=0 -z
Remarque.
0,999 =?
0,999---=0,9+0,09+0,009+...= 4 + 4 +
b - k) ) B e e e — 10 100 Py

I.2.1 Séries de Cauchy
Soit ano u, une série numérique quelconque.

Définition 4. La série ano u,, est dite de Cauchy si et seulement si :

Ve>0 3IN(e)€N,Vp,q=(q>p) = [ty +itpyot+ - Fu,| <t
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Proposition 7. Une série est convergente (dans R ou C) si et seulement si elle est
de Cauchy.

Démonstration.
n
E U, S,= E U =ug+u, +---+u,
k=0 k=0

D >0 U €st convergente si et seulement si (s,),5o est convergente si et seule-
ment si (s,),o est de Cauchy :

Ve >0 3dIN(e) eN/Vp,q € N(g)avecq >p = Isq—spl <e
|sq—sp|:|u0+u1+---+uq—uo—ul—---—up|=|up+1+up+2+...uq
O

Définition 5. Une série Y, _, u, est dite absolument convergente si la série
Do ‘uk’ est convergente.

Proposition 8. Soit Y, ., u; absolument convergente. Alors :

1. Yoo U est convergente,
o0 o0
2. |Zk:o ukl S Zk:o Iuk

3' ‘Zio:p+1 uk S Zio:p+1 |uk|'

2

Démonstration. 1. Zk;o {uk| est convergente donc elle est de Cauchy :

Ve >0 3IN(e)eN/Vp,q = N(e)(g> p) alors :
|up+1| + |up+2| +eeet |uq| <€

Or }up+1+up+2+---+uq) < )up+1|+---+}uq| S§>

Donc ), .,y est de Cauchy.
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o0 . . .
2. Yo Uk €xiste et est finie.
n

Sp=Ugtu;+--+u,= Uy
k=0
o0 n

U = lim Uy
=0 k=0

lim s,
n—00

k

= lim E u,| car x — |x| est continue

]

Définition 6. Une série qui converge et qui ne converge pas absolument est
dite semi convergente.

I.2.2 Opérations sur les séries

Y(K) est 'ensemble de toutes les séries a valeurs dans K.
— Somme de deux séries :

I D IS T AR
k=0 k=0 k>0 k=0 k=0
— Multiplication d’une série par un scalaire :
KEK, X-ZukZZKuk
k=0 k=0
(2(K),+,-A) est un K espace vectoriel.

Définition 7. On appelle produit des deux séries Zk;o u et Z,@O v la série
D im0 Wk OL:

Vk 2 0 Wk = uovk + u1Vk_1 + uzvk_z + R + ukvo
k k

= E UiV = E :uk—ivi
i=0

i=0

- E uiVj - E ul‘Vj

ij i+j=k
i+j=k
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Proposition 9. Soient ), _,u et ), ., Vi deux séries convergentes. Alors :
o0 o0 o0
1. Yoo (£ wy) est convergente et D~ (up £vi) = D0 o £, 0 Vi
o0 oo
2. VAEK, AD . ouyconvergeet A~ =D~ Auy
Démonstration. Triviale. O

Proposition 10. Soient Zk>0 uy et Zk>0 v, absolument convergentes. Alors la
série produit Zk>0 wy (ot wy = 2, i, U;v;) est absolument convergente (donc
convergente) et :

o0 o0 o0
2w | Q|| 2
k=0 k=0 k=0

Démonstration.

E u, absolument convergente = E u,converge

k=0 k=0
Z v, absolument convergente = Z viconverge
k>0 k>0
(0.0] (0.0]
0=Su u=3Jul
k=0 k=0
o0 o0
V= Z Ve V= Z |vk|
k=0 k=0

La série produit :

E Wy aveCc wy = 2 uiVj

k=0 i+j=k

1.n>20 P,=>,_, ‘wk| (somme partielle d’ordre n de D, wy).

Vvn=z0 P, ,—-P,= |wn+1| > 0 ainsi (P,,),s( est croissante

2.nz0 P,= ZZ:O |Wk| = ZZ:O Zi+j:k UiV

Py Y

|VJ|: Z U Vf|
k=0 i+j=k i+j<n
n n
S 2: U §:|VJ|
i=0 j=0
o0 [o)e]
s E ui IV]| :UV
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Ainsi Vn = 0 P, < UV, (P,),so est / majorée donc convergente. De

plus,ona:
Vn=0 Y |w< ( ) (ZM)
k=0 j=0
= Shul<(3kd) ()
k=0 j=0

On en déduit que la série ), _, w; est convergente.

U;
U;

i
i=0
o0
i=0
3. Montrons que :

Considérons :

A,={(,))eNxN/0<i<n,0<j<n}
B,={(i,j)eNxN/0<i+j<n}

OnaB,CA, car:
(i,j)eB,=>0<i+j<n=>0<i<net0<j<n=(i,j) €A,
Vn<0 A,CB,, CA,,
(i,jJeA,=>0<i<net0<j<n=>0<i+j<2n=(i,j) €B,y,

Soit n € N.

D, =

S () ()

k=0 k=0

on fera n — +o00
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2n n n
k=0 i+j=k k=0 k=0

= 2 uiv]' - E uiV]-

i+j<2n 0<i<n

0<j<n
== E uiV]’ - E ul' Vj
(i,j)€B2n (i:j)EAn

== E ui Vj
(i,j)Ean \An

< Z ui} vj}
(i,))€B2n\A,
< 20 lullul= 20 Tl ol = 20 fud i

(isj)eAZrl\An (i,j)EAZrl (isj)EAn

Dou, Vn=0:

o< ($50) (S5 - (So0) (S0

U;
jimp, =0
D’ou :
o0 o (0.¢]
£ (5 8
k=0 k=0 k=0

Idem pour le résultat sur Y.,  w;.
O

Remarques. 1. Si ), u; est absolument convergente et si la série Y}, v;
est convergente, alors la série produit ), ., w, est convergente et on a :

8] o8] o0
2= | 2] | 2
k=0 k=0 k=0
2. Si Zk;o Uy, Zk20 V. sont convergentes et si Zk;o w) converge, alors :

B (8 (2]

k=0 k=0
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Exemple. Soient deux séries :

k=0
Alors :
k k k—
1\? 1 P
S RS R
k=0 i+j=k p=0 p=0
k+1
OEE-(0) 2
= —_ —_— = —_— —3
3) <\2 3)  1-32
k+1
1 k § — 1 k 3 k+1
3 L 3 2
D’ou :

I.2.3 Séries a termes positifs
Définition 8. ), u; est dite série a termes positifs si :
Vk=0 u =0

ou
Tk, €N, Vk >k, u >0
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Proposition 11. Une série a termes positifs est convergente si et seulement si la
suite de ses sommes partielles (s,),> est majorée.

Démonstration.

Sp=UgF+ U+ Uy =D U
VkZO uk?O

Donc (s,,),5o €st croissante. Ainsi, si (s,),>o est majorée alors ), _, u; converge
et réciproquement. m

Lemme 1. (de comparaison) Soient Z@O Up, 2 nso Va deux séries a termes posi-

tifs.
1. Supposons Vn = 0 (ou a partir d’un certain rang) u, < v,. Alors, si ano Vy
est convergente on a ), .U, qui converge également. Si ), _ u, est diver-

gente alors Y, _ v, Uest aussi.
2. Supposons u, ~v, (n— 400), cest a dire lim,_,,, == = 1. Alors les séries

Vn

D im0 Un €t D120V, sont de méme nature.

Démonstration. 1. Supposons Zn>0 v, convergente.

n

Vn=0 sn:vo-f—vl—i----—i-vn:ka
k=0

. . o0
(Sw)rs0 €st convergente, croissante et lim, s, =s =D, Vi

k=0 k=0

Donc ), u, est convergente car ses suites partielles sont majorées.
Idem pour la divergence.

2. Supposons que u, ~ v, au voisinage de +o00. Alors :

. un
lim —=1;, —=a, u,=a,v,
n—o0 Vn Vn
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doncVn=0 u,<2v,et:

E v, converge = E u, converge

n=0 n=0

Exemples. 1. ) —

111 1
e n e S )
u, = ! <v,=(e )"
n— n>"n—
ne

— -1 _1
Or ano v, est convergente car r =e = - < 1.

L, o1 1.
2. Ye1 5 Un = T Vn = 15 Dy divergeet:

Vn>1 1 < 1
nz I
n n
donc Y, ., —~ —= diverge.
3142
3. Zn?O 4"-11
3"+2
u, = 1 >0 Vn=2

Or )., Vn €St convergente car % 2 <1,

+00 X
f f(x)dx=>}grgo{J f(x)dX}

Si cette limite est finie, 'intégrale (impropre) est dite convergente.

Définition 9.

Proposition 12. (comparaison avec une intégrale) Soit f : [a,+oo[— R conti-
nue, positive et décroissante (au moins pour x assez grand). On pose u, = f(n)

pour n = a. Alors and u, est convergente si et seulement si :

J f(x)dx est convergente.
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Démonstration. Supposons a = 0.

fn+D)<f(x)<f(n) Vxe[nn+1]

n+1 n+1 n+1
f f(n+1)dx<J f(x)def f(n)dx

n+1
un+1:f(n+1)$J fl)dx<f(n)=u, Yn=0

Alors :

p
u, < f fx)dx <u,_,
p—1

p
31+u2+~-~+uBSJ f(x)deu0+u1+---+up_£
~~ 0 ~~
Sp_u() Sp*l

1% cas : si Zk;o u; converge, alors la suite croissante :

p
(o)

< 00 , .
est majoree par Zk:o u,=s:, donc convergente; cesta dire :

p
limJ f(x)dx existe.
p—00

0

J f(x)dx

. . . 7 w
existe, la suite (s, — ug),>o €st majorée par f o f (x)dx, donc convergente et
donc (s,),>o I'est aussi. O

2% cas : si
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Application. Les séries de Rieman.

- Sia<0:
_ 1 1 .
n QZTHO:ZT{ diverge
n= nee nZOn
-Sia>0:
f:l,+0[—R
1
x> fO) =5 w=f(n)

f est continue, positive et décroissante. On a :

1 . *dx
Z — de méme nature que —
1

a
n=1 n X

Alors :

X dx X In(x) sia=1
- = x_adx: —o+ X —a
cx ) =] =Ca ) siesn

X +00 sia=1
. dx L
lim — =1 existesil—a <0
X—00 1 x¢ s .
infiniesil—a >0

Résultat :

1
Z — est convergente si et seulement si a > 1

n=1 n

I.2.4 Criteres de convergence absolue

u, une série a termes quelconques. Soit Y, _. v, une

n=0 "n

Proposition 13. Soit D _,
série a termes positifs. On suppose :

Vn=0

<V,

Si .50 Va €St convergente, alors Y, |u,| converge, donc ) _u, converge.
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Exemples. 1.

3
Et E n>1Vn €St CcOnvergente car o < 1.
2.

(=1)"
2=

n=1

Cette série converge, mais ne converge pas absolument. En effet :

(=1)" 1
><-5s

n=1 n=1

1 1-
ety o = diverge.

Proposition 14. (Critére de Cauchy) Soit Y. _ u, une série quelconque.

n=0

1. S’il existe r €]0,1[ tel que Vn = 0 4/ |u,| < r alors la série ano
converge.

2. Si, pour une infinité de non a {/ u,| = 1 alors Y, _ u, diverge.

3. Sila suite (4/ |u,|)n=o @ une limite finie £ alors Zn>0 u,| convergesif <1
et diverge si £ > 1. Si £ =1 on ne peut rien dire de la nature de la série.

Uy

Démonstration. 1.
dkoeN/Vn=k, +/|u,|<r (re]o,1[)
dk,eN/Vn=k, |u,|<r"=v,
DisoVn = DunsoT" est convergente car r €]0,1[. Donc Y, |u,| est
convergente.
2.
Pour une infinité den 4/ |u,| =1
Pour une infinit¢ den  |u,| =1
Donc (|u,|).=o ne tend pas vers O pour n — oo, donc (u,),, ne tend pas

I~ s
vers 0. D’ou Z@O u, diverge.
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3. £ =lim,_, 1/|u,|- On adonc{ > 0.
1 cas: £ < 1.3e > 0/L + ¢, < 1. Il suffit de prendre g, = %

1-¢ 204+1-¢ {41 141 .
= = < =
2 2 2 2

€+SO:£+

(ﬁzlim" un)

— (vp, >0 3IN(e) eN/Vn > N(e) =

'{/TH—K‘SS)

= (Vs>0 IN(e) eN/Vn=N(e) > € —e < 4/ |u, $£+s)

En particulier pour ¢, >0Oona:

INy(e) eN/Vn=Ny(e) = /|y, | S<Ll+eg=r<1
INy(e) e N/Vn = Ny(e) = < (0 +¢y)

Uy

On applique 1 avec r =£ + ¢, €]0, 1[.
2%cas:{>1.

-1
-1

Ve,AN(e) e N/Vn = N(e) = 4/ |u,| =€ —¢
Pour €,,dN, € N/Vn = Ny(e) = {/ |u,| =€ —¢, > 1

Il suffit de prendre ¢, =

U= (0 —¢gp)" >1
Donc pour une infinité de n, |u,| > 1 donc ano u, diverge.
Cas ou £ =1 : pas de conclusion. Exemples :
1 4. 1
(@) 2,5 ; diverge; u,| =u, = 3.
1
. N 1w
u,|=1- =n n=e n» —1=/
n n—o00

(b) Z@l nl—z converge car 2 > 1.

1
1 E nix
:(—) :n_%:e_2¥—>1:€

2
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O

Proposition 15. Soit Y,
termes nuls). Alors :

>0 Un UNeE série a termes non nuls (pas une infinité de

1. S’il existe r €]0, 1[ tel que pour n assez grand on a <1, la série est

n

absolument convergente.

2. Sipour n assez grand on a > 1, la série diverge.

Tl

3. Soit { =lim , alors :

n—o00

u,| converge

sid<1 D .,lu
sie>1 > o lu

si{ =1 pas de conclusion

Démonstration. 1. 3py € N:Vn >p, |22 <rour €]0,1[. Soitk € N
avec k > 1 '
k te)r\mes
|uk+p0| _ Upk4p, Uk4py—1 o Uk4py—(k—1) | pOI
Uk po—1 | | Uk+py—2 Uktpy—k

rk |up0| Vk>1

Sin=k+ p, quivarie, aveckeN, k > 1

constante

Y .so(constante)r™ converge = >, o lu,

2. Sipourn=p,ona "“>1

Uy | =2 [u, | >0

>u,/#Z~— 0= Z u, diverge
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3. Casou{ =lim,_,, avecl <1.3g; >0/l +¢,< 1.

Un+1
n

u
Ve >0,IN(e) eN/Yn = N(e) > € —e < |2 | <l +¢
u
Pour g, > 0,IN,(e) € N/Vn = Ny(e) = | =2 | <l +¢e,< 1
n W—/

et on applique 1 avec r ={ +¢, €]0, 1[.
Casou ! =1 et > 1 en exercices.

O
Remarques. 1. Les deux critéres restent vrais si on travaille avec :
— —|u,
lim4/ |u,| et lim 1
un
2. On verra en TD que si lim,,_, ”l”l—“ ={ alors lim,_,, 1/ |u,| =¢.
n(l n® . — —n (1l n
Exemples. 1. ) .n (5) su, = |u,|=n (5) :
1 le n 1 n
V|| = YV, = n"(i) ZH(E)
— nenln%
1 1
=— |nln| = || s0=¢<1
In % 2

(xe* —>0six —> —00)

Donc la série converge.

Regle de d’Alembert : u, =n" (%)n >0

(n+1)?
Uy, (1) (3) n+1\" 12+
== 2 =\ (n+1) 5
n(1\"
g " (3)

n
— (1 +l) (n+1)e(2n+l)ln(%)
n

un+1
u

n

1\" (n+1 1
= (1 + —) (—)1(2n +1)In(=)e@ D) 0< 1
n (2n+ 1)11’1(5) 2 n—00
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2. 31 a>0 u,> 0. Cauchy donne :

el=vm=(3) &

Stirling

Et d’Alembert :

u a™(n+1)! n" n \" 1
nil ( ) :a( ) X (n+1)

= X
u, (n+ 1)t a'n! n+1/) n+1
a a a

= — =
(1) (1+3) e

Alors :

— Sia <e (donc/{ < 1), convergence de la série.
— Sia > e (donc ¢ > 1), divergence de la série.
— Sia=e (doncl=1):

Unyr e _ e
- n 1
u, (1 4 %) enln(1+;)

2 XS

X

In(1 =x-——+—=—++... —0

n(l+x)=x 2+3+ (x )
2

u
e“:1+u+5+... (u—0)
1 1 1 1
In|l+-)==—-—=+o| = (n — +00)
n n 2n? n?

ettn(142) _ onl 3 +o(k)]
= el_?1n+o(%)
un+1 _ 1 _ 1
U, e mt(z) 1-L 4o (1)
2n n

1 1
=1+—+o(—) >1 (n— +o0)
2n n

car

1
—=14+v+o(v) (v—0)
1—v

=l — 1 par valeurs supérieures, donc la série diverge.

Up

Donc
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I.2.5 Séries alternées

Définition 10. ), _,u, est dite série alternée si et seulement si :
Vvn=z0 u,=(-1)", ouv,=0

On convient que (—1)° = 1.

Exemple.
1

AP R S
n+1 2 3 4 7

n=0

Proposition 16. Soit ZHZO(—l)"vn une série alternée avec v, = 0. On sup-
pose que (v,),>o est une suite de termes positifs et décroissante vers 0. Alors
ZHBO(—l)”vn est convergente.

Démonstration.

s, =) (D" =vo—vitvat+--+(-1)v, p=0

P
n=0
(82p)p>0> (S2p11)p>0 deux suites extraites de (s,),0-

— Suite (s5,)p50 :

Sapr1) — Szp = (=1)F vy, o + (1P vy, 1y
= Vapta = Vp1 SO
donc (s,,),50 est décroissante.
— Suite (S5,41)p50
S2>p+1)+1 T S2p+1 = S2p43 T S2p+1

= (1) vy, + (=10 v,
= Vapt2 ~ Vopt3 = 0

donc (s5,41),50 €St croissante.

2p+1
(52p+1 —Szp) =(-D*" Vopp1 = —Vopy1 SO
lim (s -8, )=—lim v =0

p—>oo( 2p+1 Zp) p>00 2p+1

Ainsi (s5,),50 €t (3p11)p>0 sont adjacentes et donc :
(0.¢]
. L L _ n
lim s,, = lim s,,,; =s = lim s, = E (=1)",
p—00 p—00 p—00 0
n=

De pluson a :
VP20 55,11 SS<5y,
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Exemple.

Ici:

Vv, = >0 v
n Tl+1 n\IO

La série n’est pas absolument convergente. Pour p =2 :

Ss $s:i(_1)

n

=0,69---< s,

—~— s n+1 ~—~—
valeurs par défaut valeurs par exces
Calculons :
5
(=1)" 1 1 1 1 1
Sg = =l-=—+=-—-+-—-—-=>~0,62.
° Z(; n+1 2 3 4 5 6
5
(—1)" 1 1 1 1
Sy = =l1-=-4+-—-+-~0,78.
4 ;nﬂ 2 3 45

Proposition 17. (Régle d’Abel; cas général) Soit (a,),so réelle ou complexe et
(A )ns0 une suite de nombres positifs vérifiant :

1. (A,)ns0 est décroissante et A, —— 0

n—o0

2. Majoration uniformeenndes, :

dJA>0, Vn=0

Sy :|a0+a1+---+an <A

Alors la série ano A,a, est convergente.

Démonstration. Montrons que le critére de Cauchy est satisfait :

Ve >0 dny(e)eN/Vn,p = ny(e) (avec p > n)

R 7\‘n-‘:-1an+1 + 7\’n+2an+2 +et 7\’pap‘ § €

= n,p

n,p p>n:

7\’n-‘:-lan-i-l + 7\’n+2an+2 +eet 7\’pap‘ =?
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S,=ag+a;+---+aq,

Api1 =Sp+1 —Sns Ay =S8, — Sp—15

|7\'n+1(sn+1 =8) t App2(Snp2 = Sng1) T Apis(Sps — Spaa) +o0 - F 7\’p(sp - Sp—1)|
~An1Sn F Snr1 s = M) -+ 5,1y = A) + 45, |

<A I:}"n-i-l + 7"n-i—l - 7\'n-i-Z + 7"n+2 - 7"n+3 +oeeet )\'p—l - 7"p + )\'p]

<20, 1A—0

n—00

Donc < € pour n — +00. O

RH,P

Exemples.
Z(_l)nvn
n=0

avec v, décroissante vers 0 et v,, = 0.

vV, =A
(-1

Xn](—l)"
k=0

n

—

n:an

<1=A Vn=0

Sn

Série trigonométrique :
E A" aeR
n=0

(A,)n>0 une suite positive et décroissante vers 0. Pour 6 € R :

e® =cosB +isinb; {ele} =1

e = (e')" = (cosa +isina)" = cosna +isinna

2ikm

Si a = 2km pour k € Z alors e“"*™ = 1. Supposons a 7# 2k .

an:eina
sn:a0—+—a1+...+an:1_|_ei(1_+_62i0t_|__‘_+enia
=1+e*+ ()2 +---+ ()"
1_(ei0t)n+1

1_ei(1
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Car on a une série géométrique. On doit alors majorer uniformément |s, | :
1— el 1 |elmte] 2
s | = - < - - X
" 1—eic |~ |1—el°L |1—e“‘|
2
" |1 —cosa —isinal
2
V(1= cosa)? +sin®a
2

B v2—2cosa

Comme :
o
cosa =cos2—
2
o a
= cos® — — sin® —
2
a
=1—2sin®>—
2
. 2 a’
2cosaa =2 — 4sin 5
Dou :
2 1
< = =A

Dong, si (A, )0 \o» les séries :

E A, sinna, E A, cosna

n=0 n=0

sont convergentes si a # 2k .
Par exemple :
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I1.2.6 Associativité et commutativité dans les séries
Associativité

Exemple. Zn>0(—1)” diverge car (—1)" #/— 0. Or, si la série était associative,
= n—oo
on pourrait effectuer :

Z(—1)”=1—1+1—1+1...

n=0
=1-D+1-1D+...
=04+04+0+...

Soit f : N — N strictement croissante, avec f(0) = 0 et définie par x —
f(n)=p,. Alors :

Vn=0 f(n)=n

Carsin =0, f(0) =0 > 0. Supposons qu’il existe n € N tel que f(n) = n, alors
f(n+1)> f(n) car f est strictement croissante, donc f(n+1) > f(n) = n. Et
f(n+1)>nimplique f(n+1)=>n+1.

Soit Z@O u, une série quelconque. Posons :

Vo = Up) T Upmye1 T Uz T F Upng1)—1

= upn + upn+1 + T + upn+l_1

= Um0 T Urmyr T T Upy [ f(nr1)—f(m)-1]

Ily adonc [f(n+1)— f(n)] éléments dans v,, qu'on appelle paquets d’élé-
ments.

Exemple.

f N—-N
n— f(n)=2n

On a f strictement croissante et f(0) = 0.

Zun; Vo = Usm) T F Uy

n=0

Or:

fln+1)—-1=2(n+1)—1=2n+2—-1=2n+1
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Donc :
vn = u2n + u2n+1
Ona:

Zvn=V0+V1+V2+...

n=0

=(u0+u1)+(u2+U3)+...
On somme bien les u, par paquets.

Proposition 18. Si la série Zn>0 u, est convergente, alors Zn>0 v, est conver-
gente. Lassociativité dans la sommation infinie est donc vraie s’il y a convergence
dans la série, mais la réciproque est fausse.

Démonstration. (s,),so est convergente par hypothese.

Sp=Ug+tu+---+u,

Sn=v0+v1+---+vn=2vn

n=0
= (tpy + Upyr + - 1ty ) + (U, F ity 0+ F 1y, )
Tt (upn TUp 1t +upn+1—1)
= (uf(O) Tupoyr T F uf(l)—l) + (uf(l) Tupyp oot uf(2)—1)
e (U F U T Uy )

- (u0+u1+"'+uf(1)_1) +...
f(n+1)-1

= Z U = Sf(n+1)-1 = Sp,pq-1
k=0

Donc (S,),o est une suite extraite de (s,),>¢, donc (S,),=o est convergente.
De plus, on a :

00 00
D V=Dt
n=0 n=0
]

Proposition 19. Soit ano u, une série a termes positifs. Alors Z@O u, est
convergente si et seulement si Y. _ v, est convergente.
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Démonstration. On sait déja que :

E u, converge = E v, converge

n=0 n=0

Réciproquement, supposons Y. _. v, convergente. On a :

n=0

Sp=Ugtup+--tu, (S)so /" Sfmen-1 =Sp -1 =Vot Vit +v,

La série ) _,u, est convergente si et seulement si ses sommes partielles sont
majorées uniformément par rapport a n.

ngpn:f(n)sl)n-i-l_l:f(n_*_l)_l

=Sy SSp, =Sp(n) S Sp,—1 = Sfne1)—1  Car S nso0

=Zk:O”vk<ivk=A
k=0

Donc (s,),>( est convergente. O

Proposition 20. (admise) Soit une série Z@O une série numeérique quelconque,
avec u, — 0 (u,, est de signe quelconque). On suppose qu’il existe A € N* tel
que: %

Vn = 0 f(n+ 1)_f(n) =DPn+1~ Pn $A

C’est a dire que les paquets de sommation ne dépassent pas A éléments. Alors
Zn>0 u,, est convergente si et seulement si Zn>0 v, est convergente.

Exemple. Contre exemple :

Z 0+1+1 + 1 1 +1+ 1 1.1
A — _— = - - — - — —
n 2 4 4) 3 9 9 9

n=0

Commutativité (Changement de I'ordre des termes)
Peut-on commuter les termes de la sommation infinie ? C’est a dire, a-t-on :

D=t uy byt b+

n=0

=u1+u0+u3+u2+...
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Soit ¢ : N — N une bijection. Posons :
Vnz0 v, =uypm

Si par exemple ¢ est définie pour tout n € N par ¢(2n) =2n+2et p(2n+1) =
2n—1,ona:

D va=votvi vyt

n=0

=u0+u2+u1+u4+...

Proposition 21. (admise) Si ano u,, est absolument convergente alors ano v,
est absolument convergente pour toute bijection ¢ : N — N.

On dira alors que ), _ u, est commutativement convergente.

I.2.7 Majoration du reste d’une série convergente

. [0.] s 7 Ll Y
Soient Zk;o w, convergente et s = » .~ u,. s est généralement difficile a
calculer. On cherche a obtenir s a € pres.

I =8—5,

o0
limr,=0;, r,= E Uy
n—oo

k=n+1

Cas d’une série relevant du critere d’Abel (séries alternée) u, =(—1)"v,
avec u, décroissante vers 0. >, _(—1)"v, converge.

o0

VP20 sy Ss=D (~1)'v, <5y
n=0

Sin=2p,ona:

Vnz0 s, <s<s,

Sin=2p—1:
VTI?O Sn<5n+2<5<5n+1
Si n est pair : |s—sn =8, —S<S, —S,41-
Si n est impair : \s—sn =5—5,<Sp41 —S,.DoncVn>=0,ona:

_ n+1 _ _
IS = Sn| S |Snt1 S| = (-1) vn+1| - un+1| = Vo1
Conclusion :
Vn=0 |r,|<Vpn

Sion veut s a € pres, donc r, a € pres, il suffit de chercher n tel que v,; <e.



CHAPITRE I. SERIES NUMERIQUES 33

Exemple.

(—1)* 1
Z X v, = >0
= k+ 1 n+1
On a v, décroissante vers 0. Si on veut s a € = 0,001 pres, il suffit que :
Vo < 0,001
1 1
= <
n+2 98+2

Donc il suffit de calculer s,, a n = 98.

i(_l)k —530,01 prés
k+1 ULP

k=0

Cas d’une série relevant du critére de Cauchy .

Vn=0 4/|u,|<f<1

>0 Un AVEC :

On a donc ano u,| convergente. Ici : |u,| <{* Vn = 0. Alors :
o0 o0 0.9)
k
sl =lnl=| 2wl 3 lul< >
k=n+1 k=n+1 k=n+1
00 00 £n+1
r s Z£n+1+p — £n+1 Zep —
n
= = 1-/

Si on veut s a € prés, on écrit :
gt
1-7¢
(" <e(1-0)
(n+1)In(¢) <In(e)+1n(1—1¢)
S In(e) +1n(1—1)
- In(¢)

<e

II suffit de choisir n, tel que :

no > E (ln(s) -li—nl(rz()l — E)) ‘1

Ainsi, s, ~ s a € pres.
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Cas d’une série relevant du critére de d’Alembert Y, _ u, avec :

Vn=0 u,#0,
u

vnz0 |2l<e<1
uTl

Donc Zn>0 u,| converge. On a montré que :
VP20 |up,| < |u,
Dol :
o0 o0 o0
|S_sn = || = E : Uy < E |uk~ = E un+p|
k=n+1 k=n+1 p=1
o0 o E
p — P — [
Sgﬁun—ungﬁ—unl_e
p=1 p=1

Pour avoir s a ¢ pres, il suffit de calculer s, avec n tel que :

< (1-4)e
14

= quantité connue

n



Chapitre II

Les séries de fonctions

II.1 Rappel sur les suites de fonctions

I1.1.1 Définitions

Soit (f,),>o une suite de fonctions : Vn = 0 f, : E — K ou E est un
ensemble quelconque. Soit A C E.

Définition 11. (Convergence simple) On dira que f, — f simplement sur
n—o0
A si et seulement si :

VxeA (f,(x)),s, converge vers f(x) pour n — 400
C’est la convergence point par point sur A. On écrit aussi :
fu) = f(x)| <

Définition 12. On dira que f, —— f uniformément sur A par rapport a la

Vx €A Ve>0,IN(x,e) eN/Vn = N(x,e)=>

variable x si et seulement si :

sup
X€EA

fl) = f(0)] =0

Ce qui s’écrit également :

Ve>0,IN(e)/Vn = N(e) et Vx €eA=>
&= Ve > 0,IN(e)/Vn = N(g) = sup,.cx

fux) — f0)| <e
fulx) — f0)| <e

Proposition 22. Si f, —— f uniformément sur A C E alors f, —— f simple-

ment sur A. La réciproque est fausse.

35
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Exemples. 1. E=R;A=7[0,1]

VneN f,:[0,1] - N

(n+2)x si O<x<$
x— f(x)=432—-(n+2)x si $<xSn%2
0 si *<x<1
n+2

f,, est affine par morceaux. Pour n € N donné :

Convergence simple ?
-six=0 f,(0)=0——>0.

— six > 0(x e]o,1]),ni+2

2
Vn=>N(x)= ——<x
n—+2
et:
Vn=N(x) f,(x)=0——0

Donc f,, — 0 simplement sur [0, 1].

n—o00
Convergence uniforme ?

£,0) = F(0)| = sup
x€[0,1]

sup fl0)|=1/4—0

XEA n—o00
Pas de convergence uniforme.

2. E=R;A,=1[0,1]

fr:[0,1] =R
x = fu(x)=x"

Considérons A; =[0,1[, A, =[0,p] ot p < 1.
1% cas (sur Ap) :
-six=1 f,(1)=1"=1—>1

n—oo

-sixe[0,1[ f,(x)=x"—>0
n—oo

D’ou la convergence simple sur A, vers la fonction f,, définie par :

fO [071] - R

s st

36

—— 0. Donc il existe un entier N(x) tel que :
n—oo
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Pas de convergence uniforme, sinon f,, serait continue.
2¢ cas (sur A;) :

fn — 0 simplement sur A,

n—oo

Pas de convergence uniforme car sup,ca, fn(x){ =1——>0.
n—oo

3¢ cas (sur A,) :
— f, — 0 simplement sur A,.

sup |fn(x) — 0| =sup |x"|=p" —

neA, X€EA, n—0o

Il y a convergence uniforme sur A,.

I1.1.2 Propriétés
1. Sif,:E=C;Vx€E f,(x)=a,(x)+ip,(x)ou a,(x),B,(x)€R. On
dira alors :
fn —— f = a+ip simplement (resp. uniformément) sur A

—
a, — a et 3,, — P simplement (resp. uniformément) sur A
n—o0 n—o0

2. Si f, — f simplement sur A et g, —— g simplement sur A, et si
A€ Kn,—;i)ors (fitg) — f=*g simri)_l)zoment sur A et Af, — Af
simplement sur A. Idem r;l)_o)olir la convergence uniforme. o
De méme pour f,...g,, g sig,#0,....

3. Cas de fonctions a valeurs réelles et a variable réelle.

Continuité

fiICR-R
x = f(x)

Soit x, € I.

f est continue en X,
—

(Vs > 0,3dn(e,x0) >0 Vx: ‘x —xo‘ < (e, xg) = ’f(x)—f(xo)} < s)
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Primitive Soit f une fonction continue sur I. On pose :

FI-R

xHF(x):J f(t)dte

F est la primitive de f qui s’annule en x, :
F(xo) =0 et F(x)=f(x)

F est donc de classe C! sur I (contintiment dérivable).

Dérivation

g:I-R xy€l
. g(x)—glxe) . )
m ———————— existe

g est dérivable en x, < | li
X—Xo X — XO

et alors on écrira :

(xg) = lim g(x) — g(xo)
&0 X=Xg X — Xg

Théoréme 1. (stabilité de la continuité) Soit (f,,),>, une suite de fonctions défi-
nies sur I C R a valeurs dans R. Soit x, €I fixé. On suppose que Yn = 0 f, est
continue en x, et f, —— f uniformément sur 1. Alors f est continue en x,,.

n—oo

Remarque.

lim f,(x) = f(x) (uniformément sur I)

tiy ((fim £,0) = Jimm (7<)
im (Jim £, ) = £

nli_{gofn(xo) = f(xo)

Démonstration. f, — f uniformément sur I, d’ott :
n—o0

Ve > 0,dNy(e) eN:Vn = Ny(e),Vxel=

€
£ = Fe| < 3
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fy(e) €St continue en x,, donc :

Wl m

In(e, x0) > 0,Vax : |x — xo| < (&, X0) = | fuy(er () — oot (30)| <

Alors pour |x - xol <m(e,xy)ona:

£ Go) = £ o) = £ G6) = fiug(0)C0) +F Frugie () = Fivg e (%0) + Fixg e (%0)f (o)
< £ G0 = fuy0) O]+ [Fage (00 = Fe) (30D + [ e (%0) — F (30))|
€ €

< + - + =

€
3 3 3
~— ~— ~—

convergence uniforme  continuité  convergence uniforme

]

Théoréme 2 (Intégrabilité de la fonction limite). Soit I = [a,b] (a < b).
Soit (f,, )= une suite de fonctions continues sur I. On suppose que :

fa — f uniformément sur 1

Soit x, €1 fixé et (F,),>, la suite définie par :
Vxel F,(x)= J fa(t)dt
Xo

Alors (F,),>, converge uniformément vers la fonction F définie par :

Vx el F(x):f f(t)dte

En particulier :

b b
ffn(t)dtmf fB)de

Ve . X . 7 [ . .
Démonstration. 1. f S (t)dt est bien définie car f est continue.
0

2.
€

fal) = FO] < —

Ve>0 3IN(e)eN/Vn=>N(g),Vx e€l, -




CHAPITRE II. LES SERIES DE FONCTIONS 40

Pour n = N(g), Vx €1:

F,(x) — F(x)| =

J (fu(8)=f(1)) dt

X
gJ
Xo

b
SJ fl) = £(8)| dt

b
< i dt=¢
= . b—a

donc F, —— F uniformément sur I.
n—oo

fa) = (O] dt  (six > x,)

3. Il suffit de prendre x = b et x, = a.

Remarque. S’il y a convergence uniforme :

lim U fn(t)dt) =J lim f,(t)dt

Théoréme 3 (Stabilité de la dérivation). Soit I = [a,b],a < b. Soit (f,)n=0
une suite d’applications continiiment dérivables sur 1. On suppose :

1. 3x, €1/ (f(x0)) nso converge vers {.

2. (f])uso converge uniformément sur I vers g.
Alors (f,)a=0 converge uniformément vers une fonction f sur I; f est dérivable
surlet f' = g (donc f € CY(I)).

Démonstration. Notons £ =lim,_,, f,(x,) et (G,),so la suite définie par :

Vxel G,(x)=| f(t)dt

X0

= fn(x) - fn(XO)
——

constante

D’apres le théoréme précédent, (G,,),>, converge uniformément vers la fonc-
tion G définie par :

Vxel G(x) :f g(t)dt
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On en déduit que (G, + f,(x0)) 50 = (fu)nso converge uniformément vers
G+/{surl
Posons :

Vxel f(x)=G(x)+{

:J g(t)dt+1¢

f est dérivable sur I et :
Vxel f'(x)=g(x)+0
Donc f’ € C(1), et f € CI(D). O

Exemple. I=[0,1]; f,: x — f,(x) = ’::11
- f, — 0 uniformément sur I (donc f,(0) — 0=1{) :

Xn+1

n+1

1
<
n+1 n-oo

sup
1

— f/:x— f!(x)=x", donc f/ — g simplement sur I ot :
n—.oo
Osixe[0,1]
gx)=4. .
lsix=1

g n’est pas continue.

I1.1.3 Le critére uniforme de Cauchy

Proposition 23. Soit (f,),>, une suite de fonctions définie sur E a valeurs dans
R ou C. Alors (f,),= converge uniformément sur A C E si et seulement sion a :

Ve >0,IN(e) e N/Vp,q = N(e) et Vx e A= }fp(x) —fq(x)| <e
Démonstration. 1. Soit (f,)n>0 : fn — f uniformément sur I.

€
f2l) = F00| <5

Ve >0,IN(e) € N/Vn > N(e),Vx €A=
Alors, si p,q = N(e) :

VxeA |f,(x)—f(x)| <

|£,00) = F()] <

N|loN| o
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et donc :

1£,00) = £, = [£,(0) = £ Go) + £ () — £,(x))|
€ €

I Z — =E&

2 2

2. Soit x € A donné, alors la suite (f,(x)),s, est du Cauchy dans R ou C.
Donc (f,(x)),s, converge vers une fonction de x, notée f(x), d’apres
I'unicité de la limite. Donc f, —— f simplement sur A.

On passe a la limite (sur p) lorsque p — 400 :
Ve > 0,9N(e) e N/Vqg = N(g),Vx € A= lim |fp(x) —fq(x)| <e
p—00

lim [£,(x) = £,00)| = [ () = £, ()|

Donc f, — f uniformément sur A.
n—oo

I1.2 Séries de fonctions

I1.2.1 Définitions

Définition 13. Soient E un ensemble, (f,),, une suite de fonctions a valeurs
dans K. On pose :

n
Vn=0 SHIka
k=0

somme partielle a 'ordre n de (f,,),>o- Ona:

Vn=0,Vx €E s5,(x)= ka(x)
k=0

On appelle série de fonctions de terme général f,, la suite (s,,),5-
Notation. (s,),>05 (S0s515-++»Sns---) 5 Qs S5 SONt des notations équivalentes.

Définition 14. Soit A C E. On dira que la série Zk;o fi converge simplement
sur A vers s si et seulement si la suite (s,,),>, converge simplement sur A vers
S.
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On a alors :

VxeA s(x)= ka(x) (écriture simple)
k=0

s= Z fi  (écriture simple)

k=0

Définition 15. Soit A € E. On dira que la série Zk;o fi converge uniformé-
ment vers s sur A si et seulement si s, —— s uniformément sur A et on écrit :

n—o0

o0
Z fi =s (écriture uniforme sur A)
k=0

Définition 16. Soit A C E. On dira que la série Zk>0 fi converge normalement
sur A si et seulement si :

1. Il existe une série numérique Zk;o u; a termes positifs telle que Zk;o i
converge, et

2. dny eN/Vn = n,, Vx €A

fal)| < uy.

Exemple. ) C‘;ﬁf) 5 fol(x) = C‘ﬁ—’;’z‘) On prend E=R =A.

1

1+n2
cos(nx)

1+ n?

u, =

Vn=zn,=0,Vx €R

Uy

et ), -, U, converge.

I1.2.2 Propriétés
Proposition 24. Soit (f,),> une suite de fonctions définie sur ACE; f, :E—
K. Alors :

1. Si Zn;@ f,, converge uniformément sur A, alors ano f,, converge simple-
ment sur A.

2. Si Zk>0 fi converge simplement (resp. uniformément) sur A, alors la suite
(fadnso converge simplement (resp. uniformément) vers O sur A.
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3. Si Zk>0 fi converge simplement sur A, posons :

r,=$—s, s:ka simple
k=0
VxeA r,(x)=s(x)—s,(x)

=5(x) = D filx)
k=0

= i fi(x)

k=n+1

Alors, si r, —— 0 simplement (resp. uniformément) sur A, alors Zk;o fr

n—oo
converge simplement (resp. uniformément) sur A.
’ . n . 7
Démonstration. 1. s, = >, _, fi; s, converge uniformément vers s sur A
donc s, —— s simplement sur A d’ot1 la convergence simple de ano fn-

n—o0
2. VxeA Y. ., fa(x) estconvergente, donc f,(x) — 0 d’ou le résultat.
- n—o0
O

Théoréme 4. Soit ), f une série de fonctions avec f, : E — K et soit A CE.

Si Do fx converge normalement sur A, alors Vx € A la série Y, _, fn(x)|
converge, et Zk>0 fi converge uniformément sur A.

Démonstration. ), fi est convergente normalement sur A : donc 3(u,),s0
avecu, = 0et:

Zun converge, Vx €A,Vn=n,

n=0

ful®)| <,

Vx €A ano fn(x)’ est convergente grace au lemme de comparaison, d’ou
les convergences simple et absolue.

VxeA r,(x)=s(x)—s,(x) s= ka
k=0

- S A

k=n+1
VxeA |nG< Y [R|< D) w=R,
k=n+1 k=n+1
VxeA rn(x)}<RnE>0

ol R, est le reste de la série convergente ) ., u;. Donc r, —— 0 uniformé-

n—oo

ment sur A. O
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I1.2.3 Continuité, intégrabilité et dérivabilité de la somme
d’une série de fonctions

Proposition 25. Soient (f,),>0,(g.)n=0 deux suites de fonctions définies sur E.
Soient ACE, a € K. Si Z@O foet 2190 g, convergent simplement (resp. unifor-
mément) sur A, alors : Z@O (futg,) et ano af, convergent simplement (resp.
uniformément) sur A.

Proposition 26. Si (f,),o est une suite de fonctions a valeurs dans C définies
sur E, et si A C E. Zn>0 f,. converge simplement (resp. uniformément) sur A
si et seulement si ano R(f,) et ano 3(f,) converge simplement sur A (resp.
uniformément).

Soit (f,,)n>o une suite de fonctions définies sur I intervalle réel.

Théoréme 5 (stabilité de la continuité). Soit x, € L. Soit ano f,, une série
de fonctions ott ¥Yn = 0, f, : 1 — K et f, continue en x,. Si Y, ., f, converge
uniformément sur I vers s, alors s est continue en x,,.

Démonstration. Vx €1, Ziozo fi(x) =s(x) (écriture uniforme).
n
Vn=0 s,= Z fx
k=0

Vx el s,()=) filx)
k=0
Vn=0 f, est continue en X,

Vn =0, s, est continue en Xx,.

s, — s uniformément sur I
n—00

= s est continue en x,
Vn = 0,s, continue en X,

lim s(x) =s(x,)

lim > fia) =) filxo) = 3 lim fi(x)
k=0 k=0 k=0
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Théoreme 6 (intégrabilité de la somme). Soit I = [a,b], a < b. Soient x, €1
et (fu)nso une suite de fonctions continues sur I, f, : I — R. On suppose que
Zk;o fi converge uniformément sur L. Soit (F,),>, la suite définie par :

Vx el Fn(x):J f.(t)dt

Alors Y. _ F, converge uniformément sur I et sa somme S est Uapplication :

n=0

SI—-R

x = 8(x) = f (ka(t)) dt
xo \ k=0

Démonstration.

e¢]

ka ka =S

k=0 k=0
Va0 s,(t)=Y fi(t)
k=0

s, — s uniformément sur I

n—o0

Vn=0 f, est continue

Js(t)dtzJ (sum;gofk(r_))dt:ZU fk(t)dt)
Xo Xo k=0 Xo

Grace a l'intégrabilité des suites de fonctions. m

Alors :

Théoréeme 7 (dérivabilité de la somme). Soit I = [a,b] avec a < b. Soit
(fudnso une suite de fonctions définies sur I et continfiment dérivables. On sup-
pose qu’il existe x, € I tel que ano f.(x,) converge. On suppose de plus que
ano f,| converge uniformément sur 1. Alors ano f,, converge uniformément sur

/
L et Y. fnest dérivable, et de plus (Z,Olo:ofn) => fL
On dit que l'on peut dériver terme a terme une série de fonctions.

Démonstration. On pose :

Vn=0 SHIka
k=0

& = Xn:fk’
k=0
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On a s/ = g, pour tout n > 0. Comme Y, o f,(x,) converge, (s,(x;)),s0
: / _ . /

suite convergente. Et comme (s ),>o = (g,)n>0 converge uniformément sur I,

on a (s,),o converge uniformément sur I vers s, et s est dérivable et on a

s'=g=ZZi0fn/. -

I1.2.4 Critéere uniforme de Cauchy pour les séries de fonc-
tions

Proposition 27 (C.U.C.). Soit (f,,),> une série de fonctions : Vvn=0 f,:E—
K. Alors la série Zn>0 fi converge uniformément sur A C E si et seulement si :

q
D filx)

k=p+1

Ve >0,IN(e) eN/Vp,q = N(e)(p <q) Vx€Aona <e

Démonstration.

Vn=0 sn=2fk
k=0

(Z fx converge uniformément sur A C E)

k=0
<= ((sp)ns0 converge uniformément sur A C E)
&> ((sp)ns0 vérifie le C.U.C. sur A CE)

Ve >0,IN(e) e N/Vp,q = N(e)(p < q),
—
Vx€Aona Isp(x) —sq(x)| <e

Zq: fi(x)

k=p+1

|5,() = 54()| =

]

Proposition 28 (Lemme d’Abel pour les séries de fonctions). Soit (f,),> une
suite de fonctions : f,, : E — K. Soit (a.,),> une suite décroissante d’applications
de E dans R, avec a, : E— R_. On suppose :

uniformément

0 :

1. a, — O uniformément sur ACE: a, \|

2. IM>0/Vx €A, Vn=0: X  filx)| <M

Alors Y, fi - 0 est convergente uniformément sur A.
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Démonstration. On va vérifier le C.U.C. sur A C E pour Zk>0 fio. Soient x €
A,p,q e N(p < q) et n = 0. On cherche a majorer :

q
> Al x)

k=p+1
On sait que :
52(0) = fo0) + FG) + -+ fo(x) = D filx)

k=0

Vp =0 s,44(x)—s,(x) = fpia(x)
Dot :

q
Z o () fi(x)| = Iap+1(x)fp+1(x) + 042 (3) () + -+ + ay(x) +fq(x)|

k=p+1

0 1.00) (5p41(3) = 5, (1)) + pya () (85420) = 5,41(x))
+-+a,(x) (sq(x) - sq_l(x))

— 0041 (3)5, () + (1 (X) = (X)) 541 (x)
e (g () = g () 5401 () + g8, (x)

O‘p+1(x) + OLp+1(X) - ap+2(x) + OLp+2(x) - OLp+3(x)
+ o () = oy () + oy (x)

<M

~

<2M |ap+1(x)| —— 0 uniformément sur A C E
p—00

O
Application. Soit 0 €]0,2pi[= E fixé. Soient A = [0,2n — 0] Cc Eet g, :
[0,21 — 8] — C définie par x — g,(x) = a,e™ ol ()0 N\o €t Vn =
0,a,20,a,€R,.
On cherche la nature de }; _  g,(x) =2} _,o,e™.

f.(x)=e™ = cosnx +isinnx = (¢™)" = (cosx +isinx)"

n n 1— ei(n+1)x
_ _ ikx _ ix 2ix .. inx| _
sn(x)|—;fk(x)—;e =1+e” " +e ™+ +e -
sin (n+1)x
=|——=—| x#0,x#2m)
sin 2
1 1
< <—5=M
Sil’l% SIDE
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Dm0 %™ converge uniformément sur [6,21 — 8] avec 6 €]0, .

En particulier, si v > 0, les séries suivantes convergent :

Z:n+1 Z(n+1)V

cos nx sinnx
Z(n—l—l)” Z 4 (n+1)Y

49



Chapitre III

Séries entieres

Définition 17. Soit (a,),>, une suite réelle ou complexe. Soit (f,),q, avec
pour tout n = 0, f, : K — C définie par x — f,(x) = a,x". Alors la série
Zn$ ge0 f, est appelée se"zrie eptiére.

On notera cette série entiére :

E a,x"

n=0

On peut aussi considérer des séries entieres du type :

Zan(x —xo)"  (x,xy €K)
nz0
noe . : n
Exemples. 1. ) _ x", icia,=1.Si|x| <1 onsaitque ), ,x" est abso-
lument convergente et ZZO_O x" = -1~ Y-a-t'il convergence uniforme ?
= 1-x

2. Zn>0 %, oux €K;a,= % En utilisant le critere de d’Alembert : soit
x € C,six =01l y a convergence, sinon :

xn+1

(n+D) | |x|
X—': (n+1) nooo
n!

un+1 _
u

0=¢<1

n

Pour tout x € C (ou R), Zn>0 ):l_,: est absolument convergente.

III.1 Rayon, disque de convergence

Définition 18. Soit x, € K; r > 0. On appelle disque ouvert de K de centre
X, et de rayon r I'ensemble :

D(xy,7) = {x eK/ |x —x0| < r}

50
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On appelle disque fermé de K de centre x, et de rayon r 'ensemble :
D(x,, 1) = {XGK/|X—XO| < r}

On appelle cercle de centre x, et de rayon r 'ensemble :
S(xg, 1) = {x eK/ |x — x0| = r}

Proposition 29 (dite d’Abel). Soit x, € C\ {0} tel que la suite (a,x;),>o S0it
bornée. Alors pour tout x dans C tel que |x| < |x0{ la série ano a,x" est ab-
solument convergente, donc convergente et normalement convergente dans tout

disque fermé D(x—o,r) our< |x0|.
Démonstration.
((anxg)nzo bornée dans (C) = (EIM >0/Vn =0,
— (EIM >0/Vn >0,

n
n n
Xo . x |x|
a, | =) x| = —| <sm|—
Xo 0 }x0|

X
)"
Or ano (L) converge si |x| < |x0|, donc le critere de comparaisons des

o

a,x,| < M)

ol M)

an

n
a,x,

a x"

Vn=0,|aq,

converge si |x| < |x0|.

séries donne : ), _ |a,x"

Soit r > 0,r < |x0|. On se place sur le disque, Vx € D(0,r), |x| <r < |x0

ona:
n n
|x| r
<M|— | <[ —
o] o]

n _
Do (|r—|) est convergente car r < ~x0|. Donc pour x € D(0,7), >, a,x"

X0

2

Vx=0

converge normalement. O

Définition 19. Soit Zn>0 a,x". Soit A 'ensemble des réels r = 0 (A # 0 car
0 € A) tels que la série D _,

a,|r" converge. On pose :

R— supA si A est majoré
~ | 400 sinon

Alors R est appelé rayon de convergence de la série entiere Zn>0 a,x".

D(0,R)={x € K/|x| <R} siR est fini
D(0,+00)=K siR=+o0

n

est appelé disque ouvert de convergence de la série entiére D, _ a,x".
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Théoréme 8 (caractérisation de R). Soit ano a,x" une série entiéere (réelle ou
complexe) de rayon de convergence R. Alorson a :

1. Z@o a,x™ est absolument convergente pour |x| < R.

2. 50 0nx" diverge pour |x| > R (car R est fini).

3. Vr € [0,R], la série Y,
Démonstration. Soit R €]0,4o00] (si R = 0, trivial). Soit r € [0,R[, 0 < r <R.
Il existe ry, > O tel que r < r, < R. Par définition de R, la série ano a,|ry
est convergente car r, < R, donc s —— 0, d’ou la suite (a,r;),5o est

n—o0
bornée. On applique la proposition d’Abel : Y|
sur D(0,r), d’ou 3 et 1.

Prouvons 2. On suppose que R € [0,4+00[. Soit x € C tel que |x| > R.

Supposons la suite (|anx” )0 bornée. Soit r tel que R < r < |x|. Alors la

n
>0 An X" converge normalement sur D(O, r).

r

ay

n
>0 An X" converge normalement

7 . n .
serie ), - |a,|r" converge, car |a,|r" = |a,x" Iinl. Ce qui est absurde par
définition de R, donc (a,x"),>, ne peut pas étre bornée d’ot1 la divergence de
la série. O

Remarque. Si |x| =R, la conclusion n’est pas immédiate.

Corollaire 2. Soit Zn>0 a,x™ une série entiére sur K de rayon de convergence R
(éventuellement égal a +o0). Alors :

1. Sipour tout x € K la série Y. . a,x" converge, alors R = +00.

n=0
2. S’il existe A €]0,+o00[ tel que Zn>0 a,x™ converge pour |x| < A, alors
R=A

3. S'il existe . €]0,+oo[ tel que Y. . a,x" diverge pour |x| >, alors R < p.

nz0

Démonstration. 1. Pour x = 0, il y a convergence. Soit x € C \ {0} tel que
Dm0, X" converge. La suite (a,x"),, est bornée (car a,x”" —0),
donc (

Zn>0 Ianl r™ pour tout r tel que r < |x|. Comme x est quelconque dans

C\ {0},
A={r>0/>.
n=0

n’est pas majoré, donc R = +o00.

2. Soit A €]0,+o00[ tel que ano a,x" converge pour tout x € C tel que
x| < A. Soit r; < A. On a ), a,r} converge par hypothése, donc

(an r{’) a0 St bornée et Abel donne :

2

n=0

a,x"

a, |x"|)n>0 I'est aussi. On a convergence de la série

a,|r" converge

n
a,|r" converge Vr <ry
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DoncR = A.
3. Méme raisonnement.
U
Corollaire 3. 1. S'il existe x, € C tel que Y,
[

2. S'il existe x; € C tel que ).

w0 AnXo converge, alors R =

N
>0 AnX7 diverge, alors R < ‘xl ’

Démonstration. 1. Si x, = 0 alors R > 0. Si x, # 0 alors >, _ a,x" est
convergente pour tout x € C tel que |x| < {x0|. En effet, Vx € C tel que
|x| < |x0| ona:

n

n nX
A Xy —
X

a,x

n
X

n
= |a,x,

<M

Xo

(2

D’ou Zn>0 a,x"| converge. On applique alors le corollaire 1 avec A =
|x0| :R=2A=|x |

2. Utiliser le corollaire 1 avec pu = |x1|.
O

Exemples. 1. Trouver le rayon de convergence de 2@0 x". Vx € C,|x| <
1=2Aonay, ,x"converge, ot R>A=1Six =1, ,1"
diverge, dou R < 1. Donc R =1.

2. Soit la série 3. _ X Vx € C, on sait que Y.

nz0 n|

+o00. D'ot1 VR, > 0, ano ’T‘I—T converge normalement sur D(0, R,).
="

. xt . . 1 _ o o
3. Soit Zn>1 —,lcia, =—. Pour x, = —1 la série Zn>1 —— converge (série
="
n

x"

nz0 o converge, donc R =

alternée), donc R > |x0~ = 1. Pour x; = 1, ). diverge (série

n=1

harmonique), donc R < ‘xl‘ =1.DoncR=1.

Proposition 30 (Calcul explicite de R). Soit Z
rayon de convergence R. Alors :

n Yo [
n>0 a,x  une serie entiére de
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An+1

1. Si tous les a, sont non nuls et si lim,_,, =L € [0,+00], alors R =

% € [0,400] (de d’Alembert).

n

2. Silim,_, 1/|a,| =L € [0,+00], alors R = ¢ € [0, +00] (Cauchy).

Egalement vrai avec L = limsup a;“ ou L =limsup 4/ |a,|-
Démonstration. 1. Supposons que lim,,_, ‘%) =LavecL#0.Six=0il

y a convergence. Si x # 0 le critére de d’Alembert donne :

n+1
an+1x an+1

|x| L|x|
n—00

n
anx n

Dot si L|x| < 1 la série est absolument convergente et donc R >
(corollaire 1).

1
L

Si L|x| > 1 la série est divergente et donc R < % (corollaire 1). Finale-
ment R = %
2. SiL=0, lim,_, a”—:l =0 et donc pour x #0 :
@ x™? . Q41
li n = | lim | 2| | |x|=0<1
n—oo anx” n—o0 n

D’oui la convergence absolue de la série pour tout x € K. Donc R = +o0.
3. L=+4o00,six#0:

an+1

|x| = 400
n

a,x" (etde >,

Donc divergence de la série Z ). Donc :

{rZO/Z

n=0

n
n=0 nz0 |InX

a,|r" converge} ={0}=A

sup(A)=0=R.DouR=0.

4. Idem pour le calcul de R avec Cauchy :

lim 4/ |a,| =L
n—oo

Le[0,+0].
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5. En conclusion :

a 1
lim [ =L=>R=-
n—oo | a, L
—|a, 1
lim [~ |=L=>R=—
n—co | @, L
o 1
lim 4/ |a, :L=>R=E
— 1
’1115101()\/ a, :L:>R:E

L € [0,40o0]. Ce sont les formules d’Hadamard.

II1.2 Opérations sur les séries entiéres

I11.2.1 Somme de deux séries entieres

" . n n /. .\
Proposition 31. Soient Z@O a,x" et ano b,x™ deux séries entiéres de rayons
de convergence respectifs Ry et R,. Alors le rayon R de convergence de la série

Dm0y 4 b )x" vérifie :
1. R = inf(Rl, Rz), et R= inf(R.l, Rz) si Rl # R.2.
2. Vx e K avec |x| <inf(R;,R,)ona:

o0 o0 o0
Z(an + b, )x" = Z a,x" + Z b,x"
n=0 n=0 n=0
Démonstration. 1. Six € K tel que |x| < inf(R;,R,) il y a convergence pour

les deux séries, d’ou R = inf(R;,R,) (corollaire 1).

Supposons R; # R,. On suppose R; < R,. Il y a deux cas : soit R; <R <
R, soit R; <R, <R.

Supposons R; < R < R,. Soit x € K tel que R; < |x| < R,. Alors
Dm0 A, X" diverge puisque |x| > R;. Si [x| <R la série D} _(a, + b,)x"
est convergente. Or ano b,x" est convergente puisque |x| < R,, d’ou
par soustraction :

Z a,x" = Z(an +b,)x" — Z b,x" converge
n=0 n= n=0
Absurde car |x| > Ry, donc R =R; =inf(R{,R,).
2. Si x est tel que |x| < inf(R;,R,) alors ano a,x" est convergente et

D 150 Dax" est convergente d’ott le résultat.
L]
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I11.2.2 Produit de deux séries entieres

Proposition 32. Soient Z@O a,x" et Zn?O b,x™ deux séries entiéres de rayons
de convergence respectifs R, et R,. La série entiére produit :

n

Z Zajbn_j x"

nz0 \_j=0

A pour rayon de convergence R vérifiant R = inf(R;,R,). Vx tel que |x| <
inf(R;,R,)ona:

o0 o0 o0 n

J— n
220 =20 2oabe |
n=0 n=0 n=0 \_j=0

Démonstration. Si |x| < inf(R;,R,) les deux séries sont absolument conver-
gentes d’ou le résultat. O

I11.2.3 Continuité de la somme d’une série entiere

Proposition 33. Soit ano a,x" une série entiére réelle ou complexe de rayon de
convergence R. Posons D = D(0,R) = {x € K/ |x| < R}. Notons, pour tout x € D,
S(x) = ZZ‘;O a,x". Ainsi on a une application S : D — K définie par x — S(x).
Alors S est continue sur D, le disque ouvert de convergence.

Démonstration. Soit x € D. Donc |x| < R. Soit r > 0 tel que |x| < r <R. Ainsi
x € D(0,r). La série ano a,x™ est uniformément convergente sur D(0,r). u,, :
x — u,(x) = a,x" est continue sur K Vn > 0. ano u, converge uniformément
sur D(0, r). Donc ZZ’;O u, est continue en x, d’ou la continuité de S sur D. [

I11.2.4 Séries entieres a variables réelles

On considere Zn>0 a,x" avec comme rayon de convergence R > 0 et x €
]—-R,R[CR, eta, €K.

Proposition 34 (Intégration de la somme). La série entiére ), _ n‘j’j x"*1 ob-
tenue par intégration terme a terme, a aussi pour rayon de convergence R et

Vx€]—-R,R[.Ona:

Lx iant" dt:i(f:ant”dt):injflx”“

n=0 n=0 n=0
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Démonstration. On revient a l'intégrabilité d'une série de fonction. R > 0,

soient x €] —R,R[ et r > 0 tel que R < —r < x < r < R. Soit R’ le rayon
L] an +1

de convergence de la série ano mx” . Posons, pour tout x dans [—r,r], et

pour toutn = 0 :

X
a
Fn(x)zj a,t"dt = ——x"t!
0

n+1

La série Zn>0 a,x™ converge uniformément sur [—r,r]. Donc, grace au théo-
réme d’intégrabilité des séries de fonctions, la série ), _ F, converge unifor-
mément sur [—r,r]. De plus, on a, Vx € [—r,r] :

Z:Fn(x)=i (annt”dt) =Lx iant” dt=inc_l:1x“+1

n=0 n=0 n=0

n+1

Donc Vx tel que |x| <R, la série ano na_J:1X converge. D'ou R’ > R.

Reste a montrer que R’ = R, en exercice. O

Proposition 35 (Dérivabilité de la somme). La série entiére Z@l nanx”‘l, ob-
tenue par dérivation terme a terme, a aussi pour rayon de convergence R. Soit
S la somme de la série entiére : Vx €] — R,R[, S(x) = Z:O:o a,x". Alors S est
dérivable sur | —R,R[ etona:

o0

S'(x) = Z na,x"!

n=1

On réitére : S est indéfiniment dérivable sur | — R,R[, et de plus on a Yk € N,
S®(0) = k!a,.

Démonstration. Soit r > 0 tel que x € [—r,r] €] — R,R[. Sur [—r,r], on
applique le théoreme de la dérivabilité de la série de fonctions : Z@O a,x",
u,(x)=a,x".D'ou R’ > R.

Ici aussi, montrer que R’ = R est laissé en exercice.

Vx € [-rr], S'(x) = Zzozl na,x""!. Dot S'(0) = a, = 1!a,. Par récur-
rence sur k, on obtient que Yk € N,

o0

sHx) =Y n(n-1)...(n— (k- 1))ax"*

n=k
Dot S¥(0) = k!a,. O

Théoréme 9 (d’Abel).. Soit xo € RY, (resp. x, e R*) tel que la série Z@O a,x;
converge. Alors la série ano a,x™ converge uniformément sur [0,x] (resp. sur
[Xo,0]) et sa somme y est continue.
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Démonstration. Si |x0| < R, C’est évident. On sait que R > EOI. Il suffit d’exa-
miner la situation x, = £R. Supposons x, = +R > 0 et >, . a,R" conver-
gente. D’apres le critere de Cauchy, ano a,x, converge si et seulement si
Ve > 0,dN, € N*/Vp,q = Ny(¢g > p)ona

q

k| — p+1 p+2
E ApXg | = |dp11X0 T a,0x, o ta x0 <€

k=p+1 RE

AP»q

On veut montrer que le critere uniforme de convergence de la série ZQO a,x"
est vrai sur [0,x,] = [0,R] : Ve > 0,dN; € N*/Vp,q = N;(q > p)Vx € [0, x;]

q k| — +1
alors 5, ) ax ‘— Ay XPT 4+ axd| <e.
Ap,q
p+1
ap+1x0 p,p+1

p+2 __
p+2x0 ( p,p+2 pp+1)

aqxo =Apg ~ Bpg

" x p+1 X q
|Ap’q(x)|= apﬂxg (x_) +---+aqxg (—)

0 Xo

X p+1 X p+2

(x:) (=) ()
x 1\ ¢

+oee =

( Bpa- 1) (xo)
A X p+1 X p+2
Pt X X9

X p+2 X p+3
- *App+2((x—o) ‘(x—o) )
X

Donc N; = N,,. O
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Exemple. ¥ CU gy =1, I, (_1’3’171 converge, doncR > 1. D’Alem-

n=1 n

bert nous donne R < 1, d’ou R = 1. Alors, sur | — 1,1[=] — R,R[ la série est

convergente. Donc sur [0,1] il y a convergence uniforme, donc la somme de
00 (_1)n—1xn

la série y est continue. Vx € [0,1], S(x) = anl —— et:
| ) (—1)r!
lim S(x) =S(1)=>_ =1n(2)
x—1" —

I11.3 Développements en série entiere d’une fonc-
tion a variable réelle

Proposition 36. Soient I =]—a,+a[C R, f : I — R. Existe-t-il une série entiére
telle que f(x) = ano a,x" sur L. Si oui, est-elle unique ?

Proposition 37. Soit f :] —a,a[— R. Si f est la somme d’une série entiére sur
L, alors f est indéfiniment dérivable et de plus on a

© (o
Vxe€]l—a,a f(x)zzfn—!()x”

n=0
Démonstration. Supposons qu’il existe une série entiere a. x™" telle que
n=0"-"n

o0

Vxel—a,al f(x) :Zanx“

n=0
Alors le corollaire 1 dit que le rayon de convergence R de la série vérifie R > a.

Donc ] —a,a[C] —R,R[.
Par dérivations successives, f est indéfiniment dérivable, et

Vxe]l—a,a] f'(x)= Z na,x" !

n=1

FBx) = i nn—1)(n-2)...(n—(k—1))a,x"*

n=k
VkeN

.. )
Dot f®(0) = k!a,, ainsi a, = fk_!(O) O



CHAPITRE III. SERIES ENTIERES 60

Définition 20. Soit f :] — a,a[— R indéfiniment dérivable. On appelle série
de Mac Laurin de f au voisinage de O la série entiere

0

—X

= K
Intéressons nous maintenant au probleme de convergence de la série de

Mac Laurin de f.
Exemple. Soit f : R — R définie par

_1
2

e 2 six>0
x— f(x)=
f0x) {0 six <0

f est indéfiniment dérivable sur R*. Etudions sa continuité en 0.

lim f(x)= lim e ¥ =0= lim f(x)=f(0)
x—0t x—0t x—0~

Maintenant sa dérivabilité en O.

fOO—f0)  0-0
m— = lim

li

x—0~ x—0 x—0~ X
_1
. f)—fO) . e
lim —————— = lim
x—0t x—0 x—0t X
1
= lim (=)e G2
x—0t X
= limue ™ =0
u—00

Donc f’(0) = 0. En réitérant, on trouve f¥)(0) = 0, pour tout k € N.
La série de Mac Laurin (ou de Taylor) au voisinage de O est

f(k)(O)Xk _
k!

0

n=0

Mais f(x) # 0 pour x au voisinage de 0, donc f n’est pas dérivable en série
entiere au voisinage de 0, alors que f € C*(R).

On va alors s’intéresser a la différence

" £590)

fE=3

k=0

Xk

quand n tend vers I'infini, sur le disque de convergence de la série.
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Proposition 38. Soit f : I =] — a, a[— R indéfiniment dérivable. On suppose
qu’il existe M > O telle que Vn = 0, Vx €lona |f(”)(x)| <M. Alors Vx €1

£9(0) ok
k!

flx )—Z

k=0
Démonstration. Formule de Taylor avec reste intégral. Vx €1,

n r(k) x 4\
f(x)=Zf k'(o)xk+f %f(”“)(t)dt
! , n

k=0

que l'on peut montrer par récurrence sur n. Vx €1,

F9(0) »
k!

(x

flx) - Z f(”H)(t)dt

k=0

x (X _ t)n (X _ t)n+1 X xnt1
< Mdt=M|———| <M——
o n! (n+1)! |, (n+1)!

| |n+1

(n+1)1

Supposons x = 0.

n_ (o
‘f(x)—zf kf Ly

k=0

Donc Vx €1, la différence est majorée par - . Montrons que

|x|n+1

=0
s (n+1)!

| |n+

(D!

On considere la série Le critere de d’Alembert donne sa convergence

pour tout x €1, x # 0.

Upiq | x|+ (n+ 1)' 1
o, |x | 0<1
u, (n+2)' x| - (n+2) —00
|X|n+1

O

Donc la série converge, et lim,,_, D =

II1.4 Quelques fonctions usuelles définies par des
séries entieres

A ne pas confondre avec les D.L. qui ne sont vrais que localement.
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I11.4.1 Fonction e*
x € R. La série de Taylor de f : R — R définie par f(x) = e* est

f(0)

|
p=0 p:

Xp

Comme f®)(0) = e® = 1, cette série devient

xP
p=0 p!
Alors,
OO
xX)— <M
fx) ;Z:o: p! (n+ 1)

ol M majore les dérivées successives de f. Sur [0,x] (ou [x,0] si x < 0), on

a
Veelo,x] [fP(0)]<eM =M

Donc, Vx € R

< |X|£

. n f(p)(O)
=2 XS et T

p=0 p!

DoncsurI=] —a,a[CRona, Vx €1

o |x|n+1 0
e — ——
(n+1)! n>o

Dol, Vx €] —a,a

x N xP
=20
|

p=0 t"°

Avec convergence uniforme de la série sur [—a, a].

I11.4.2 Fonction e *
OnaVxeR

r g— —1)Y —
=2
p=0

Avec convergence uniforme de la série sur tout intervalle du type ] — a, a[.
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I11.4.3 Fonctions hyperboliques et circulaires

ch = cosh : R — R défini par ch(x) =
précédentes, ona Vx € R

ch(x) = Z @)
avec convergence uniforme pour tout intervalle [—a,a].
sh = sinh : R — R défini par sh(x) = “=—. Par différence maintenant, on
aVvVxeR i1
o0 X P
sh(x) = —_—
pzzc; (2p +1)!

avec convergence uniforme sur [—a, a].
cos : R — [—1,1]. f®(x) = cos®(x) = cos(x +p§) par récurrence sur p.
Donc f®)(0) = cos(p%). Si p est impair, cos(pg) =0, et cos(2p§) = (—1)~.

Dou, Vx €R
2p

> x
cos(x) = ;(—1)" )

Ici encore, le rayon de convergence est +00.
sin : R — [—1, 1], par récurrence sur p on a sin®(x) = sin(x +p§). On a,
Vx eR
2p+1

sin(x) = Z(— oD

I11.4.4 Fonction (1 + x)*

Si a € N, on obtient un polynéme, qui est déja une série entiere.
Supposons donc a € R\ N. f : R — R définie par f(x) = (1 — x)*.

FO); F(x) = a(1+x)* 5 F(0)=a

Donc, Vx €] —1,1[

ia(a—l)...(a—(p—l))xp

Q+x) =1+
p!

p=1
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I11.4.5 Fonctlons — et —

1 —X

" — g(_l)nxn

1
1—x:;xn

On peut indéfiniment intégrer (ou dériver) terme a terme ces deux séries. En
intégrant la premiére, on trouve Vx €] — 1,+1]

Vxe]—-1,1],

n+1

2 X
In(14+ x)A = E (=1)"
o n+1

En prenant x = 0 on trouve que A = 0. Donc, Vx €] —1,1[

n+1

In(1+x) = Z( >

—Z( D

Sur [0,1] = [0,R] on peut appliquer Abel, il y a donc convergence uniforme
sur [0, 1]. Par continuité de la somme sur [0,1], on a

: s = o xP
xhglﬁ(ln(l +x))= xhj?, (Z(_l)p ;)

n+1
xP

=1n(2)

I11.4.6 Exponentielle complexe

La série ). " pour z € C est absolument convergente, car Vz # 0

p>0 |

|z[P*1 p! || 0<1
X — = —0<
e+ zP (p+1) poeo

o0
nOl’

Posons S(z) =e* = . Vz € C.

Proposition 39. Vz =x+iy€Cet Vu,v€C:
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1. Lapplication z — € est continue sur C.
2. 'tV =ele’
3. #0
y N ) _ o
4. eV =3 ", o =cosy+isiny
5 Vz=x+iy €Conae® =e*"Y =¢*elY =e*(cosy +isiny)
6. Vz=x+iy €C, |e*| = eF?) = ¢~
7. V2E€C, e =ef =¥V =¢e¥e Y =¢¥(cosy —isiny)
, . _ N0 gn
Démonstration. z € C, e* =exp(z) =2, _, =
1. z— €® est continue sur C.
Critére de d’Alembert : 2 # 0,
2™ || n! 2]
—_— | = E— 0
(n+1)|2" n+1 n-c

donc R = +0o0; la série est absolument convergente sur C, donc conver-
gente sur C. Soit r, > 0 fixé quelconque. Sur le disque fermé D(0,r,) =
{z € C||z| < ry} la série converge uniformément; D(0,r,) — C, z — €*
est continue. D’ou la continuité sur C.

2. Yu,v €C, e'e’ ="

Le produit des deux séries donne une série absolument convergente, car
les deux séries sont absolument convergentes, et c’est la série Zn>0 w,
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Il
Q

3. VzeC,e*#0
Siz=0,e"=1.Dol, V2 €C, e“e*=1,donce* #0ete® # 0. En
conséquence, si x € R, e*e™ =1 et e* # 0, mais également e* et e™*
sont de méme signe pour tout x de R. Comme ¢° =1 > 0, on en déduit
e* >0, Vx eR.

4. Vy €R,

(iy)" <o Gy
(2n)! & (2n+ 1)
( n 2n ' (_1)ny2n+1

+i) -V
4 (2n)! ; (2n+ 1)
=cosy +isiny

5.z=x+iy, e’ =Y, e*eY =e*(cosy +isiny)
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6. Vze€C,
XHY| = |ex(cosy +isiny)|

= |e¥| |cosy+isiny|

o] = |

= e*y/cos? y +sin?y
— ex — eRez

Remarque. Vy € R,

e’ =cosy+isiny
e =cos(—y) +isin(—y)=cosy —isiny

Dou, Vy € R,
eV +e
cosy = ——
Y 2
_ eV —e™ eV —eV
siny = — = —i
2i 2

i ‘ ,
siny = —(e™” —e")
2
Ce sont les formules d’Euler.

I11.4.7 Fonctions shz, chz, cosz, sing

Dans le cas réel, ona Vx € R

x2P

=) (—1)
cos x ;( )(Zp)!

On pose donc Vz € C

22P

= (=1)
cosg ;( )(ZP)!

Pour le sinus, Vx € R
00 x2p+1

sinx = Z(—l)pm

p=0

67
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On pose Vz € C
2p+1

sing = Z(— Y— 2p+ 1]

p=
De méme, on a Vz € C

chz = coshz = Z m
p !

s 22p+1

shz =sinhgz = STy
= 2p+1)!

En conséquence, Vz € C

chz +shz =¢*

chz —shz=e

e +e*

chz =

N

shz =
2

ch(iz) = cosz
7 sh(iz) =sing
DouVeC
cosz +ising = e”

cosz —ising =e

eiz _|_e—iz
COSZz = ———
2
' els — o7iz
sSinzg =
2

Vz,2’ € Cona

ch(z +2’) =chzchz' +shzshz’
sin(z + 2’) = coszsing’ + cosz’ sinz

I11.4.8 Approximation de e

68
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e est une somme infinie de rationnels. On voit facilement que e > 2. Posons
1 1
e={(1+=-+-+—]+R,
1 n!

avec R,, —— 0. Majorons ce reste :

R = 1 1 1
" (n+1)! +(n+2)! +(n+3)! T
_ 1 1 1
St T D2 e Dt
1 1 1 1 1

St DD e D1

1 ) 1 1 )\? 1 )3
(n+1)! +n—|—1+(n+1) +(n—|—1) o

1 & 1 1 1
<(n+1)!2(n+1) CE

k=0 n+1
1

nln

<

Pour avoir e a € pres, il faut prendre n tel que

1
— <€
n'n

Proposition 40. e est irrationnel.

6

nln

Démonstration. 0 <R, < # < 1. R, est donc de la forme — avec 0 < 6 < 1.

D’ou
1+1+1+ +1—i-e
€= 1 2! n! nln

Supposons e rationnel. Il existe n assez grand tel que (n!n)e soit entier. Or

1 1 1
(n'n)e=nn|1+-4+—=4+---+—|+6
1 2! n!

0 n’est pas entier, absurde. m



