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Chapitre 1

Groupes

Définition 1.1. Soit G un ensemble non vide et * une loi de composition in-
terne sur G. On dit que (G, *) est un groupe si :

1. * est associative,

2. il existe un élément neutre pour * dans G,

3. tout élément de G posséde un symétrique pour x*.
Side pluson a:

4. * est commutative.
Alors on dit que (G, *) est un groupe commutatif ou abélien. Lorsque le groupe
est abélien, on dit aussi que c’est un groupe additif et on note sa loi +. Par souci
de simplicité de I'écriture, on dira plutot le groupe G, que le groupe (G, *).
Remarques.

1. L'élément neutre est unique.

2. Le symétrique d’'un élément est unique.

3. Pour un groupe commutatif la loi se note +, ’élément neutre 0, et le

symétrique de x, —x. Si la loi est notée -, '’élément neutre se note 1 et

le symétrique de x, x~'.

4. L'élément neutre est son propre symétrique.

Définition 1.2. Soient G, et G, deux groupes. Un homomorphisme de G; dans
G, est une application f : G; — G, telle que

Vx,y€G, flxy)=f()f(y)

Si f est bijectif, on le nomme isomorphisme. Si G; = G, on dit que I'ho-
momorphisme f est un endomorphisme. Un isomorphisme dun groupe dans
lui-méme est appelé un automorphisme.
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Remarque. Si G; et G, sont deux groupes d’éléments neutres respectifs e; et
e,, f un homomorphisme de G, dans G,, alors :

- fler)=¢e,

- Vx €Gy, f(x™)=[f ()]

L'ensemble des automorphismes d’'un groupe G, que I'on note Aut(G), muni
de la composition des applications, est un groupe.

Théoreme 1.1. Soient G,...,G, des groupes et G = Gy X - -+ X G,, leur produit
cartésien. Soient x et y deux éléments de G tels que x = (xq,...,x,) et y =
(¥1,--->Yn)- On considére la loi de composition interne définie sur G par

xy = (X115 > XpYn)
G muni de cette loi est un groupe. On dit que G est le produit direct (externe) des
groupes Gq,...,G,.
Démonstration. Soient

X=0X5e 05X, Y =155 V)2 =(21,--+,2,)

trois éléments quelconques de G. Par définition,

Xy =(X1Y1-- X0 Yn) et Y2 = (Y121, ..+, YuZy)
Alors

x(yz) = (x1,. > X)) (V1215 -+ - YnZn)
= (1(121)5 - > X0 (Vn20))
= (101215 -+ (. ¥0)20)
= (01155 X Yn) (21505 2,)
=(xy)z
Donc la loi sur G est associative.
Considérons e = (ey,...,e,) ot Vi € N', ¢; est I'élément neutre de G;. Pour
tout x = (xq,...,x,) de G,
ex =(eg,...,e,)(X1,.-,X,)
=(e;xq,...,€,X,)
=(X1,...,X,)
=X

xe=(x7,...,x,)(e1,...,€,)
= (x1€1,...,X,8,
=(xq,...,x,

=X
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Donc e est I'élément neutre de G.
gy r_ -1 -1y .
Considérons x’ = (x; *,...,x ) :

xx"=(xp, .., x )00t )
= (xpx; e x )
=(eq,...,€,)
=e

lon -1 -1

x'x = (x5 0x )X, X,)
= (] 'xq, .0, x; )
= (eg,...,€,)
—e

Donc x admet x’ comme symétrique.
Si de plus chaque groupe G; est commutatif, alors G est commutatif.

Remarques.

1. Dans le cas ou chaque G; est commutatif, si on note 4 la loi de G

x+y:(xl)'--;xn)-'_(yl)-..:yn)
:(X1+.y1""zxn+yn)

OG = (0G1: .. ':OGn)

2. SiG; =---=G, =G, alors G; X --- X G,, se note G".

Définition 1.3. Soit G un groupe et H une partie non vide stable pour la loi
de G. On dit que H est un sous groupe de G si H muni de la loi induite de G

est un groupe.

Théoréme 1.2. Soit G un groupe et H une partie non vide de G. Une condition

nécessaire et suffisante pour que H soit un sous groupe de G est

VxeH,VyeH xy 'eH
ou

VxeHVyeH x'yeH

O

(1.1)

(1.2)
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Démonstration. Si H est un sous groupe, y € H= y~! € H. Comme H est une
partie stable de G, que x eHet y"' €H,ona xy ! € H.

Réciproquement
VxeH, xx'eH d’apres (1.1)
ecH
ecH,VyeH, ey 'eH d’aprés (1.1)
yleH

VxeHVyeH y'eH=x(y !)'€eH < xyeH

Donc H est stable pour la loi de G. La loi de G étant associative sur G, elle I'est
sur toute partie de G. Donc H est un groupe pour la restriction de la loi de G :
c’est un sous groupe de G. 0
Exemples.

1. (Z,+) est un groupe commutatif. N est une partie stable de Z pour +,
qui possede I'élément neutre mais qui n’est pas un sous groupe de Z.

2. (Z,+)
VneN' nZ={xe€Z/3z € Z,x = nz}

est un sous groupe de (Z, +).

Exercices.

1. Montrer que nZ est un sous groupe de Z.

2. Montrer que tout sous groupe de Z est de cette forme.
Remarque. Si G est un groupe d’élément neutre e, alors G et {e} sont des sous
groupes. On les appelle sous groupes triviaux.

Si H est un sous groupe de G, autre que G, on dit que H est un sous groupe
propre de G.

Théoreme 1.3. Toute intersection de sous groupes d’'un groupe G est un sous
groupe de G.

Démonstration. Voir TD. O]

Définition 1.4. Si A est une partie non vide de G, l'intersection de tous les
sous groupes de G contenant A est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous
groupe de G contenant A. On I'appelle le sous groupe de G engendré par A.
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Théoréme 1.4. Soit A une partie non vide d'un groupe G. Pour que x € G
appartienne au sous groupe de G engendré par A, il faut et il suffit qu’il existe un
entier p = 0 et des éléments x,, ..., x, de G possédant les propriétés suivantes :

(1) X =X1...%,

(2) Vi EN;,xi €Aoux;'€A

Démonstration. On convient que dans un groupe, on attribue un sens a la no-
tion de produit isolé (produit de zéro éléments) en déclarant qu’un tel produit
est ’élément neutre du groupe. Le (1) s’écrit alors x =e.
Soit H 'ensemble des éléments de G qui vérifient (1) et (2) :
— H # 0 car le produit vide appartient a H (e € H)
- Vx,y €H,3p, EN,x = x;...X,,y = y1...Y, tels que Vi € Nz,xi ou
x;'€Aety;ou yj‘1 € A. Alors

_ -1 _ _
xy 1= (xl...xp) (yl...yq) =X1... %Y, ...y €H
Donc H est un sous groupe de G (théoreme 1.2).
Réciproquement :
— ACHcar Vx € Aen prenant p = 1 et x; = x on satisfait a la définition
de H.

— Soit K un sous groupe de G contenant A. Tout élément de A est dans K
donc par conséquent, K étant un sous groupe, tous les symétriques des
éléments de A sont dans K. Grace a la stabilité de K, on en déduit que
tout produit formé d’éléments de A ou de symétrique d’éléments de A
est encore dans K. Donc H € K. H est donc le plus petit sous groupe de
G contenant A.

O

Définition 1.5. Lorsque le sous groupe de G engendré par A est G, on dit
que A est un ensemble de générateurs de G. Si G admet un ensemble fini de
générateurs, on dit que G est de type fini. Si A = {a} et que A engendre G, on
dit que G est monogene.

Notation. On désigne par gp;(A) le sous groupe de G engendré par A. Si

A={ay,...,a,} on peut écrire gp;({a,,...,a,}). Parfois on trouve la notation
[AG.
Remarque. Si G est un groupe commutatif de type fini et A = {ay, ..., a,} un

ensemble fini de générateurs, tout x de G s’écrit sous la forme x = x;...x,
avec Vi € N;, x; € Aou x;' € A. Chaque x; est un a; ou un aj_l. Comme G
est commutatif on peut grouper tous les x; qui pour un j donné sont des a;
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ou a]._l. Le produit de ces a; est alors une puissance positive ou négative de a;.
Finalement, x s’écrit

T'n
n

x=a'...a
1
oury,...,r, €Z.
Réciproquement, si tout élément x de G s’écrit sous cette forme, G est de
type fini et engendré par {a,,...,a,}.
Attention : ne pas confondre 'ordre et le type. Z est d’ordre infini mais de
type fini.

Exemple. (Z",+) est de type fini et admet {e,,...,e,} comme ensemble de
générateurs.

e; =(1,0,...,0),e, =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,0,1)

Si (1‘1, e, rn) (S Zn’ (rl’ cee, rn) = Z?:l rie;.
(Q", +) n’est pas de type fini.

Définition 1.6. Soit E un ensemble non vide et - une loi de composition interne
sur E. Soit ~ une relation d’équivalence définie sur E. On dit que la relation
d’équivalence ~ est compatible avec la loi - si

Vx,x,y,y'€E, (x~x'ety~y)=>x-y~x"-y

Définition 1.7. Soit E un ensemble non vide, * une loi de composition in-
terne sur E et ~ une relation d’équivalence sur E, compatible avec *. La loi de
composition interne * sur le quotient E/ ~ est définie par

—

E
Vx,ye — xky=Xxxy
est appelée loi quotient de la loi * par la relation d’équivalence ~.

Théoreme 1.5. Soit E un ensemble non vide, * une loi de composition interne,
~ une relation d’équivalence compatible avec *. Soit * la loi quotient définie sur
E/ ~. Alors :

1. Si* est associative, alors * est associative.
2. Si e est élément neutre de *, alors é est élément neutre de *.

3. Si x admet un symétrique pour * dans E, alors x admet un symétrique
pour la loi * dans E/ ~ et on a

—_—

() =)
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4. Si x est commutative, alors * est commutative.
En conséquence, si (E, *) est un groupe (resp. groupe commutatif) alors (E/ ~, )
est un groupe (resp. groupe commutatif).
Démonstration. Voir TD. O

Exemple. Les entiers modulo m ou m € N*.
1. On sait que tout sous groupe de (Z,+) est de la forme mZ.

2.x~y &< x—-ye€emZouy—x € mZ. On a vu en TD que ~ est
compatible avec +. Le groupe quotient Z/ ~ se note Z/mZ (ou encore
7).

Soit G un groupe ; nous nous proposons maintenant de déterminer toutes

les relations d’équivalence sur G compatibles avec la loi de G.

Théoréme 1.6. Soit G un groupe et H un sous groupe de G. La relation vy définie
sur G par
Vx,y€G xyy < x'yeH

est une relation d’équivalence sur G compatible a gauche avec la loi de G. La
relation & définie sur G par

Vx,y€G xdy < xy 'eH

est une relation d’équivalence sur G compatible a droite avec la loi de G.

Si ~ est une relation d’équivalence sur G compatible a gauche (resp. a droite)
avec la loi de G, si e est U'élément neutre de G, alors é est un sous groupe H de G
etlona:

(x~y) = (x_ly € H) (resp. xy~ ' € H)
Démonstration.

1. Vx €G, x 'x = e € H et xyx donc y est réflexive.

2. Vx,y € G, xyy = x~'y € H. Un sous groupe contient les symétriques
de ses éléments donc (x“'y) ' €H < y lx €H < yyxetyest
symétrique.

3. Vx,y,2 €G, xyy et yyz < x 'y € Het y 'z € H. H étant un sous
groupe de G, H est stable, c’est a dire que le produit de deux éléments
de H est encore dans H. D’ou

(x_ly) (y_lz) €H
x7! (yy_l) z€H
xlezeH
x'zeH

Donc xyz et y est transitive, et est une relation d’équivalence sur G.



CHAPITRE 1. GROUPES 9

4. Soient x, y,z dans G tels que xyy. Alors :

x'yeH

xley €H

x7! (z‘lz) y€H
(x_lz_l) (z2y) €H
(zx)' (zy) €H

d’ol zxYzy et y est compatible a gauche avec la loi de G.

De méme avec & (aux étudiants).
Soit ~ une relation d’équivalence compatible a droite (resp. a gauche) avec
la loi de G. Notons H la classe de e par rapport a ~.

1. H#Q care € H.

2. Vx,y € H, x et y sont dans la méme classe donc x ~ y. Comme ~ est
compatible a droite, Vz € G, xz ~ yz, en particulier

xy t~yyT
xy l~e
xy '€eH

D’apres le théoréme 1.2, H est un sous groupe de G. O

Remarques.

1. Dans un groupe commutatif, les trois notions « compatible a gauche », «
compatible a droite » et « compatible » sont confondues.

2. Si ~ est compatible a gauche avec la loi de G,

x={y€G/x~y}={yeG/x'yeH} ouH=¢
x'y=heH
x(x7'y)=xh
y =xhexH

Réciproquement, si y € xH, 3h € H tel que y = xh. Alors x" 'y =
x Y(xh)=he€Hdonc x ~ y.
D’ou x = xH on I'appelle classe a gauche de x par rapport a H.

Si ~ est une relation d’équivalence sur G compatible a droite avec la loi
de G, et si H=¢, x = Hx.
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Tout sous groupe H de G définit donc deux relations d’équivalence sur
G:

xyy < y € xH compatible a gauche avec la loi de G
xd0y <= y € Hx compatible a droite avec la loi de G

Les ensembles xH et Hx sont respectivement appelés classe a gauche
de x par rapport a H et classe a droite de x par rapport a H.

Théoreme 1.7. Soit G un groupe et H un sous groupe de G. Les neuf propriétés
suivantes sont équivalentes :

1. VxeG xH=Hx

2. VxeG xHCHx

3. Vx€G Hx C xH

4. Vx€G H=x'Hx
5. Vx€G H=xHx!
6. Vx€G HC x 'Hx
7. Vx€G HC xHx™!
8 Vxe€G xHx 'CH
9. VxeG x 'HxCH

Démonstration. Aux étudiants. O

Définition 1.8. Soit G un groupe et H un sous groupe de G. On dit que H est
un sous groupe normal, ou distingué, ou invariant, de G s’il vérifie 'une des
neufs propriétés du théoréme 1.7. On note alors H < G.

Remarque. Si G est un groupe commutatif tous ses sous groupes sont distin-
gués.

Théoreme 1.8. Les relations d’équivalence compatibles avec la loi d’'un groupe G
sont les relations de la forme

xRy < yexH
ott H est un sous groupe de G.

Démonstration. Conséquence immédiate du théoréme 1.6 et de la définition
1.7. O
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Théoreme 1.9. Soit G un groupe et H < G. Lensemble quotient de G par la
relation d’équivalence définie par le sous groupe distingué H est un groupe pour
la loi quotient. On Uappelle « groupe quotient de G par le sous groupe distingué
H ». On le note G/H.

Démonstration. Voir TD. O

Théoreme 1.10. Si f est un homomorphisme du groupe G, d’élément neutre e,
dans le groupe G', d’élément neutre €', on a les résultats suivants :

1.

2
3
4

9

¢ = f(e)
VxeG flxD=[f(x)]"

. f(G) est un sous groupe de G’, appelé image de f et noté Im f.

N = f({e’}) est un sous groupe distingué de G. On Uappelle noyau de
’homomorphisme f et on le note Ker f.

. f est injectif si et seulement si Ker f = {e}.

Démonstration. f : G — G’ homomorphisme.

1.

Vx €@,

Xe =X
fxe)=f(x)
fOOf(e)=f(x)-¢

Tout élément de G’ étant régulier a gauche, f(e) =¢'.

Vx€G,e=xx"!

e'=f(e)=flxx")=f0)f (x7)

iy .
e'=f(e)=f(x""x) :f(x—l)f(x)} = f(x7) = [f(x)]

3. f(Q)=Imf={z€G/IxeG z=f(x)}

-~ ecGetf(e)=e doncImf #0
- Vx/,y’ €Imf il existe x,y € G tels que f(x) =x"et f(y)=y’. Alors

Xy =) [fO)] = fOOF D =f(xy ) elmf

Donc Im f est un sous groupe de G’ d’apres le théoréme 1.2.

. D’apres 1, e € Ker f. Soient x et y deux éléments quelconques de Ker f .

fay D=fOfF O D=fQf)] '=eet=ee =¢

Dot xy ! €Ker f et Ker f est un sous groupe de G (théoréme 1.2).
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Vx €G, Vz € xKer(f)x~!, 3n € Ker f tel que z = xnx~!. Alors

F@)=flenx™) = FEOF(MF () = FEf () [£)]
=f) [F] 7 =f@[FE] T =¢
Donc z € Ker f et x Ker(f)x~! C Ker f. D’aprés le théoréme 1.7, Ker f <
G.

5. Supposons Ker f = {e}. Si x et y dans G sont tels que f(x) = f(y)
alors :

fFOy M =f ] =fM O] =¢

doncxy leKerfetxy !=edoux=y.
Réciproquement, supposons f injective. Si x € Ker f :

f)=e=f(e)=>x=e

Donc Ker f = {e}.
]

Définition 1.9. Soient G,...,G, des sous groupes d’'un groupe commutatif
(G,+). Soit f : Gy X -+ X G,, — G définie par (xq,...,x,) — x;+---+x,. Alors
f est un homomorphisme et Imf = G, +---+ G,. Si f est injectif, on dit que
Gq,...,G, sont linéairement indépendants.

Remarque. Au lieu de dire f est injectif, on peut dire Ker f = {(0, O, ..., 0)},
c’est a dire :
x1+...+xn:OG:>x1:O:xzz...:xn

Théoreme 1.11. Pour que deux sous groupes H et K d’un groupe commutatif G
soient linéairement indépendants, il faut et il suffit que HNK = {0g}.

Démonstration. Six e HNKona x +(—x)=0 avec x € H et —x € K. Donc si

H et K sont linéairement indépendants, x = —x = 0.

Réciproquement, si HNK = {0} et si x € H,y € Ket x +y = 0 alors
x = —y; donc —y € H car x € H. Comme H est un sous groupe, —(—y) =
y €H. Dol y e HNK = {0}. Donc y = x = 0. H et K sont donc linéairement
indépendants. O

Remarque. x — (x,—x) est un isomorphisme de HNK sur Ker f.
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Définition 1.10. Lorsque les sous groupes Gy, ..., G, d’'un groupe commutatif
G sont linéairement indépendants, on dit que G;+- - -+G,, est la somme directe
des sous groupes Gy,...,G, etonlanote G, ®---®G,,.

Sif:Gyx--XG, — G quiassocie (xy,...,X,) & Y_, X; est surjective,
on dit que G est la somme directe de ses sous groupes Gy,...,G, et on écrit
G=@_,G,ouG=G, & - &G,.

Théoreme 1.12. Tout homomorphisme f d’un groupe G dans un groupe K se
décompose sous la forme
f=io bos
ou :
1. s est ’Thomomorphisme surjectif (épimorphisme) canonique de G sur G/ Ker f .|}

2. b est l'isomorphisme canonique de G/ Ker f sur Im f.

3. i est Thomomorphisme injectif (monomorphisme) canonique de Im f dans

)

b
Ker f Im f

f

-

Démonstration. Soit ~ la relation d’équivalence associée a f :

x~y & f(x)=f(¥)

alors :

f(X)=f(y) & f(xy ) =¢ TIélément neutre de K
< xy 'eKerf

Donc ~ est la relation associée au sous groupe distingué Ker f de G. Donc
G/ Ker f est un groupe pour la loi quotient.
Soit
G
Ker f
X=X

$:G—

Ona ]
Vx,y €G, s(xy)=xy=xy=s(x)s(y)

Donc s est un homomorphisme surjectif.
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Soit

b

: — Im
Ker f f

x = f(x)
Ona

Vx,y €G/Kerf, b(xy)=b(xy)=f(xy)=f0)f(y)=b()b(y)

Donc b qui est bijective est un isomorphisme.

i étant une restriction de l'identité, i est injectif.

f etiobos sont toutes deux de G dans K, il reste a prouver qu’elles ont
méme graphe. Soit x dans G

(iobos)(x)=(iob)(s(x))=(iob)(x)=i(b(x))=i(f(x))=f(x)
Donc f =iobos. O]

Théoreme 1.13. Soit G un groupe et H un sous groupe de G. Soit y la bijection
de G dans G définie par x — x~! (ce n’est pas un homomorphisme sauf si G est
commutatif). Alors

VxeG, @(xH)=Hop(x) et $(Hx)=@(x)H

Démonstration. Remarquons que pour tout h € H on a @(xh) = (xh)™! =
h™ix ' =h"1te(x) et

VkeH kop(x)=kx '=( D x =k =0p(xk™)

Donc @(xH) € Hyp(x) et Hp(x) € P(xH). D’ou P(xH) = Hp(x). Lautre ré-
sultat se montre de la méme facgon. O

Théoréme 1.14. Lapplication $ : xH — Hyp(x) est une bijection de Uensemble
des classes a gauche modulo H sur Uensemble des classes a droite modulo H, dont
lapplication réciproque @~ est

Hx — ¢(x)H

Démonstration.
— Supposons P(xH) = $(yH), Hp(x) =Hy(y).On a:

VueH,3veH ux'=vy!
x=yv'lu

y=xulv
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€H
—

Dou Vt € H xt = y(v'ut) € yH et xH € yH. Donc xH = yH car
deux classes d’équivalences sont disjointes ou confondues. Ici 'une est
incluse dans l'autre, donc elles sont confondues. Donc § est injective.
— Soit Hx une classe a droite quelconque. Alors on a Hx = Ho(x™1) =
@(x"'H). Or x'H est une classe & gauche. Donc $ est surjective.
Donc § est une bijection de 'ensemble des classes a gauche dans 'ensemble
des classes a droite par rapport a H. O

Définition 1.11. Soit G un groupe, et H un sous groupe de G. Lorsque le
nombre de classes a gauche modulo H (ou a droite) est fini, on I'appelle indice
du sous groupe H par rapport a G, et on le note [G : H]. S'il existe une infinité
de classes a gauche (donc une infinité de classes a droite) modulo H, on dit
que H est un sous groupe d’indice infini de G.

Définition 1.12. Soit G un groupe ayant un nombre fini d’éléments. On dit
que G est un groupe fini, et on appelle ordre de G le nombre de ses éléments.

Remarque. Ne pas confondre « groupe fini » et « groupe de type fini ». Z n’est
pas un groupe fini, mais est bien de type fini.

Théoreme 1.15. Dans tout groupe G, les classes a gauche xH et les classes a
droite Hx par rapport a un sous groupe H ont toutes pour cardinal le cardinal de
H.

Démonstration. Soit x un élément quelconque de G et soient & : H — Hx
définie par h — hx et y : H — xH par h — xh les translations a droite et a
gauche définies par x.

d est injective, car si 8(z) = 6(2’), zx = z’x et z = g’ car dans un groupe
tout élément est simplifiable a droite.

O est surjective car Vy € Hx il existe z € H tel que y = zx = &(z). Donc y
a bien un antécédent.

D’ou & est bijective. De méme pour Y. m

Théoreme 1.16 (Lagrange). Dans tout groupe fini G, Uordre de tout sous groupe
H de G divise Uordre du groupe.

Démonstration. H étant une partie de G, et G étant fini, H est une partie fi-
nie. Soit m 'ordre de H. H détermine une relation d’équivalence compatible a
gauche avec la loi de G. H est donc a l'origine d’une partition de G en classes
de cardinal tous égaux au cardinal de H. Donc :

card G = card H x nombre de classes
=cardH x [G : H]
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Remarque. Si G est un groupe d’ordre n et H un sous groupe de G d’ordre m,
'indice [G : H] de H dans G est égal a

no_ card G

m cardH

Théoréme 1.17. Soit G un groupe et a un élément de G. On note H = gp(a) le
sous groupe monogene de G engendré par a. Alors H est commutatif.

— Si H est infini, alors H est isomorphe a (7Z,+).

— Si H est fini et de cardinal n, il est isomorphe a (Z/nZ,+).

Démonstration. Il résulte du théoreme 1.4 que tout élément x de H s’écrit a™
oUmeZ:

m fois

—— .
0 1 m a...a sim>0

(aH)™ sim<0

Nous allons prouver que Vp € Z,Vq € Z, aPa? = aP™.
Supposons p < q. Remarquons tout d’abord que :

VkeN* (a D) a)=d(aDHrk=e

Trois cas se présentent :
1. 0sp<gq
2. p<0<g
3.psq=<0

Ona:

1. a’a?=gaa...a-aa...a =a’*?
N e e
p fois q fois
2. (@ 0s—-p<q

aa® =(aV)Pal =(a" ) PaPa? P = gPtd
(b) O0<gs-p
a’a?=(a ) Pal=(a )P (a1 )la? = (a—l)—(p+q) = gPta

3. ?al=(a D) Pl(a ) l=(a)P 9= (g ) P+t) = gpHa
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Le cas g < p découle de la commutativité de 4+ dans Z. Donc Vp € Z,Vq € Z,
aPa? = a’*? = a%aP. Donc tout groupe monogeéne est commutatif.

Soit ¢ : Z — H définie par m — a™. D’aprés ce qui précede, ¢ est un
homomorphisme surjectif de (Z,+) sur (H,-). Si ¢ est injectif, alors H et Z
sont isomorphes. Sinon son noyau Ker y est un sous groupe de (Z,+), autre
que {0}. Il est donc de la forme nZ pour un certain n de N*. Le théoréme 1.12
nous dit alors que H et Z/nZ sont isomorphes, donc H est fini et d’ordre n. []

Définition 1.13. Un groupe monogene fini s’appelle un groupe cyclique (chez
les anglophones tout groupe monogene est qualifié de cyclique).

Un élément a d’'un groupe G est dit d’ordre infini si le sous groupe mo-
nogeéne qu’il engendre est infini, ou de maniére équivalente si I'application
¢ : Z — G définie par m — a™ est injective. Dans le cas contraire, on dit
que a est d’ordre fini. Dans ce cas, 'ordre du groupe cyclique engendré par a
s’appelle I'ordre de a (e est d’ordre 1).

Remarque. Si a est d’ordre fini n, I'entier n est le plus petit des entiers k > 1
tels que a* = e. Plus précisément, si ak = e alors n divise k : si a* = e = (k)
alors k € Ker p = nZ donc k est un multiple de n.

Théoreme 1.18 (Bézout). Pour que les entiers relatifs x,,...,X, soient pre-
miers entre eux (on dit aussi premiers dans leur ensemble) il faut et il suffit qu’il
existe des entiers relatifs uy, ..., u, tels que u,x; + -+ +u,x, = 1. On note alors
(x1,...,x,) = 1. Pour deux entiers u et v on note (u,v) = 1.

Démonstration. Supposons (xy,...,x,) =1 et soit H=gp,({x1,...,x,}).
H={xeZ/3m,,....m, €Z x=myx;+ - +m,x,}

d’apres le théoreme 1.4 et la remarque de la définition 1.5. Or H est un sous
groupe de Z, donc il existe p € N tel que H = pZ. Donc x = pk = m;x; +
-+ +m,x,. Or, pour tout i de 1 a n, x; € H donc x; est divisible par p. D’ou
p est un diviseur commun a x;,...,X,. Or (x1,...,x,) = 1 donc p = 1 et
H = pZ = Z. Donc tout élément de Z, en particulier 1 appartient a H. Alors il
existe my,...,m, dans Z tels que 1 = m;x; +--- + m,x,.

Réciproquement, supposons qu'’il existe dans Z des entiers m;, ..., m, tels
que m;x; + -+ +m,x, = 1. Posons (x,...,x,) =d € Z. Alors d divise chacun
des x; : dv; € Z, x; = dv; d’'ou

1=mydv, + mydvy+ -+ m,dv, =d(myv; +---+m,v,)

Donc d est un diviseur de 1, d’ott (xq,...,x,) = 1. O
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Remarque. On ne confondra pas « premiers entre eux » et « premiers entre eux
deux a deux ».

Théoréme 1.19. Soient G un groupe et x un élément de G d’ordre fini n. Soit
r = 2, supposons que n =n; ...n, tels que (n;,n;) = 1sii # j pourtousi,j € N.

Alors x a une écriture unique sous la forme x = x;...X, ol pour tous i,j €
N7, x;x; = x;x;, et pour tout i € N}, x; est d'ordre n,.

Démonstration. Supposons r = 2 : n = nyn, avec (ny,n,) = 1. D’aprés Bézout,
il existe u;,u, € Z tels que u;n; +uyn, = 1. D’ou

X = X1 — xu1n1+u2n2 — xulnlxuznz
— Xu2n2+u1n1 — xuznzxulnl
Posons x; = x"2" et x, = x"1™. On a x = x;X, = X,X;. Calculons

xgz — (xulnl)nz — xu1n1n2 — xuln — (xn)ul — eu1 —e
X;ll — (xuznz)nl — Xu2n2n1 — xuzn — (Xn)uz — euz —e

Donc l'ordre p, de x, divise n, et 'ordre p; de x; divise n;. De x = x;x, = X,X;
il résulte

xPP2 = (xyx,)P1P2 = (X1 )P2(x5?)P1  car x; et x, commutent

=e
Donc n, 'ordre de x, divise p,p,. Or n = n,;n, = k;p,k,p,. On a donc
ksn = p1p,

ksyniny, = p1p,
kskikopips = p1p2 = kskiky, = 1=k =k, =k, =1

D’ou n, = p, et n, = p,. Donc x; est d’ordre n; et x, d’ordre n,.
Il reste a montrer I'unicité de cette décomposition. Supposons que x ad-
mette une autre décomposition

X=Y1Y2=Y1)2

avec y,; d’ordre n; et y, d’ordre n,. Remarquons tout d’abord que y,; et y,
commutent avec X, il en est de méme pour x; et x,.

xy1 = (ny2)y1 = y1(02y1) = y1x
XYy = (¥2Y1)Y2 = Yo(¥1¥2) = YoX
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Par conséquent, x~! commute également avec y; et y,

X_l)’l = X_l)’l(xx_l) = X_l(}’lx)x_l

= X_l(xlﬁ)x_l = (X_lx)()’1x_l) =YX
x tyy, = x7ly,(ex ) = x 7 (ypx)x !

= x"(xy,)x~

1

1 1

= (x7x)(ypx ™) = yox~

UpTy

On en déduit que y, et y, commutent avec x, = x"1™ et x; = x
Posons w = y; 'x; = y,x; " (x1X5 = y;Y,). Alors
wh = (yy ) =0y )My =ee=e

W' = ()" = g ) = ee = e

Lordre de w divise a la fois n, et n, qui sont premiers entre eux, donc w est
d’ordre 1 et w =e. D'ou

-1, _ _
Yy xi=e=x1=x
-1 _ _
YoXy  =€= Yy =X,
Donc il y a bien unicité de la décomposition.

Supposons que l'on ait montré le théoreme jusqu’au rang (r — 1). Posons
n=nyn,...n, =n;m;. Comme (n;,n;) =1 pouri# j, ona(n;,m;) =1. Dot
X = Xx,¥; = Y1X; ou x; est d'ordre n; et y; d’ordre m; de facon unique. On
applique alors I'hypothése de récurrence a y, et a my. m

Exemple. G=7/127

[1]12

[2]2

ordre 12 ordre 6
12=3x4 6=2x%x3
ordre 3 : [4],[8] ordre 3 : [4],[8]
ordre 4 : [3],[9] ordre 2: [6]

[1]12 = [4]124‘[9]12

[2]12 = [8]12‘i‘[6] 12

Corollaire 1.1. Si x est dordre n > 2 et si n = p;’ .o.pirou a; = 1 est sa
décomposition en facteurs premiers, alors x s’écrit d’une maniére unique

x=x1..

. X

r

ott pour tout i € N, x; est d'ordre p;'et XX = X;x; SUL# J.
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Etudions & présent plus en détail les groupes cycliques.

Théoréme 1.20. Soit G un groupe cyclique d’ordre n = 2. Soient a un générateur
deG keN, _,H= gp(a). Alors H est aussi engendré par a® ot1 d = pged(n, k).
Démonstration. 31 € N* tel que k = Id. D'ou a* = a'? = (a?)'. Dou H =
gp(a®) € gp(a?).
Inversement, Bézout implique Ju,v € Z, d = nu+ kv. D’ou :
ad — anu+kv — (an)u(ak)v — (ak)v cH

D’ot1 gp(a?) C H. Dot I'égalité. O

1. Considérons :

6=6-1 pged(6,12) =6 gp(6) = {0, 6}

8=8-1 pged(8,12) = 4 gp(4) = gp(8) = {0,8,4}

5=5-1 pged(5,12) =1 gp(5) = gp(1)
Remarques.

1. d divise n, donc il existe ¢ € N*, n = qd. Le groupe H est donc égal a
{e, al,..., a(q_l)d}. Lordre de H est donc

n

n
174~ pged(n, k)

2. a* est un générateur de G si et seulement si (n, k) = 1.

Théoreme 1.21. Soient G un groupe cyclique d’ordre n et a un générateur de G.

1. Tout sous groupe H de G est cyclique. Si d est le plus petit entier = 1 tel que
a? € H, alors a? est un générateur de H, d divise n et H est d’ordre n/d.

2. Si q divise n, G posséde un unique sous groupe d’ordre q. Il est engendré
par a™.

Démonstration.

1. SiH = {e}, d =n car a" = e. Si H # {e} soit d le plus petit entier > 1
tel que a? € H. Alors gp(a?) C H. Réciproquement, soit h € H. Comme
h € G il existe m tel que h = a™. Effectuons la division euclidienne de m
pard : m=gqd+ravec0<r <d. Alors

a"=a""=(a™)(a?) M eH
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Donc a” € H, et r < d, dou r = 0 d’aprés la définition de d. D’ou d
divise m, et H C gp(a?), donc H = gp(a?). Comme a" = e, cela prouve
que d divise n.

Montrons maintenant que H est d’ordre n/d. Soit k tel que (a?)* =e. k
existe car (a?)" = e. On a donc a?* = e, donc dk est un multiple de n.
On a donc dk = In = ld(n/d). D’ou le plus petit k tel que (a?)* = e est
k=n/d.

2. Si q divise n, il existe d tel que n = gqd. Considérons le sous groupe
cyclique engendré par a? : gp(a?) = [a?]. Le résultat annoncé est une
conséquence du 1 : H= gp(a?) est d’ordre q = n/d. Seule I'unicité est a
prouver.

Soit K un sous groupe cyclique de G d’ordre g. Un générateur de K s’écrit
alors a?. Comme a” est d’ordre g, (a?)? = e = a?? donc n divise pq :
pq = kn. Dot p = k(n/q) = kd. D’ot1 @’ = (a?)* et donc K € H. Comme
cardH=cardK=qonaH=K.

O

Théoreme 1.22. Soient H et K deux groupes finis, H X K leur groupe produit.
Soit (h, k) € Hx K. Alors Uordre de (h, k) dans H x K est le ppcm des ordres de h
dans H et de k dans K.

Démonstration. Soit g 'ordre de I'élément (h, k) dans H x K. (h, k)? = (ey, ex)
c’est a dire (h?, k%) = (ey, ex). D'olt h? = ey et kI = ey. q est donc un multiple
commun des ordres de h et de k. Si n est 'ordre de h dans H et m 'ordre de
k dans K et [ leur ppcm, on a ¢ = al. Oy, il existe m; et n; tels que | = nn; =
mm;. Donc

(hy k)l = (hl: kl) = (hnnl’ kmml) = (e]r-lll’ elr(nl) = (eH7 eK)
Donc [ est un multiple de q. D’'ou l =q. O

Théoréme 1.23. Le produit de deux groupes cycliques est cyclique si et seulement
si leurs ordres sont premiers entre eux.

Démonstration. Soient H et K deux groupes cycliques d’ordres respectifs n et
m. Lordre du groupe H X K est donc nm. Il sera cyclique s’il existe un élément
(h,k) d’ordre nm. Soit h un générateur de H et k un générateur de K. L'ordre
de (h,k) est le ppcm de n et de m. Donc si n et m sont premiers entre eux,
c’est nm et alors H x K est cyclique.

Réciproquement, supposons H X K cyclique. Soit (o, 3) un élément d’ordre
nm. Soient n; l'ordre de a dans H et m; celui de 3 dans K. On a mn =
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ppcm(n,, m,). Par ailleurs n; divise n et m, divise m. On a

n=kmn, m=Ilm; k;,l;eN"

ppem(my,ny) = kylynymy = nymy

Donc ppcm(m,,n;) = n;m; ce qui prouve que n; et m, sont premiers entre
eux. O

Corollaire 1.2.

Z Z Z
( —) — ((m,n)=1)

N — X
mnZz mZ nZ

Corollaire 1.3.

Z ~ 7Z
n_ZNl_[p?iZ

i=1
oit n=p;"...p% la décomposition en facteurs premiers de n.

Remarque. 1l résulte du corollaire 1.2 que Z/47Z et 7./27 x 7./27Z sont deux
groupes finis commutatifs non isomorphes. Z/27Z x Z/27Z est 'exemple du
plus petit groupe commutatif non cyclique. On I'appelle groupe de Klein ou

Viergruppe (V,).

Théoréme 1.24. Soient G un groupe, x et y deux éléments de G d’ordres finis
respectifs m et n, et qui commutent. Alors z = xy est d’ordre mn si et seulement
si m est premier avec n. Dans ce cas, x et y sont éléments de gpg(2).

Démonstration. Si xy est d’ordre mn, soit k = ppcm(m, n).

(xy)k = x*y* car x et y commutent

—ee—=e¢e

Donc k est un multiple de 'ordre de xy et par conséquent un multiple de mn.
D’ou k = mn et m est premier avec n.
Réciproquement, si (m,n) =1, on a

(xy)mn — xmnymn — (xm)n(yn)m —=e

Donc mn est un multiple de k, I'ordre de xy. De (xy)* = e on déduit que
(xy)fm = e = (x™)fykm = y*m Donc km est un multiple de n. Comme
(m,n) = 1 et que n divise km, n divise k. De méme, (xy)" = e = x"" = ¢
et m divise kn et donc k, car (n,m) = 1. D’'ot mn divise k. Par conséquent,

k = mn.
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Si(m,n)=1,3du,v €Z,um+vn=1.Dou

mu ., ,mu

FM =My ™ = (MY T = ey (Y =y
va — xnvynv — xl—mu(yn)v — x(xm)—ue =y

Donc x et y sont dans gp;(z). O

Remarques.

1. gpg(xy) = gpe(x) ® gpe(y)

2. Soit (G,+) un groupe cyclique d’ordre n avec n = p;*... p;" comme
décomposition en nombres premiers. Si x est un générateur de G, on a
montré que x = x; + --- + x, de fagon unique avec pour tout i € N, x;
d’ordre p? *; plus généralement, tout y de G s’écrit de maniere unique
y=y;+--+ty. ouVieN, y, dordre p;' avec 0 < f3; < a;. Autrement
dit, il existe k tel que y = kx, donc y = kx; +---+ kx,. Or, Vi € N”,
kx; € gpg(x;) donc lordre de kx; est p/* ot 0 < y; < a;. Le théoréme
1.23 montre que l'ordre de y est

.
[ [
i=1

L'unicité de la décomposition impose y; = {3; pour tout i € N'. D’otl

G= @gpc(xi)

i=1



Chapitre 2

Permutations

Définition 2.1. Soit n € N* et soit X un ensemble a n éléments. On note Sy
le groupe des permutations de X, applications bijectives de X dans X, et on
I'appelle le groupe symétrique de X. Sa loi est la composition des applications.
Notation. SiX =N, = {1,2,...,n}, Sy se notera S,,.

Remarques.

1. Si A est une partie non vide de X, S, est canoniquement isomorphe a
un sous groupe de Sy. En effet, on vérifie que 'application ® : S, — Sy
définie par Vo € S, #(0) =& € Sy o G, = 0 et Gx_, = Idy_,, est un
homomorphisme injectif.

2. Sy et S, sont isomorphes si cardX = n. En effet, si X = {x1,...,x,}, l'ap-
plication ¥ : S, — Sy définie par 0 — G : x; — X,(;) est un isomorphisme
de groupe.

3. Dés que X a au moins 3 éléments, (Sy, o) n’est pas commutatif. D’apres
la remarque 2, il suffit de le vérifier pour S;.

4. Rappel : card S, = n!.
Notation. On utilise en général la notation a 2 rangs
_ (1 2 3 4 5 .. n
0= (0(1) a(2) o(3) o(4) o(5) ... o(n))
L'ordre des colonnes n’a pas d’importance.

Définition 2.2. Soit [ un entier compris entre 2 et n. On appelle cycle de
longueur [ (ou [-cycle) tout élément o de Sy tel qu’il existe une partie A =
{ay,...,q;} S Xtelle que
VieN |, o(a)=a;y
o(q)=a
VxelyA o(x)=x

24
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On notera un tel cycle o = (a;a,...q;).

Un cycle de longueur 2 s’appelle une transposition. Nous conviendrons que
e = Idy est un cycle de longueur 1. Nous appellerons domaine associé au cycle
o = (aya,...q;) l'ensemble des éléments {a,,a,,...,q;}.

Théoreme 2.1. Soit X un ensemble a n éléments (n = 2) et | un entier tel que
2 < I < n. Tout cycle de longueur [ est un élément d’ordre | dans (Sy, ©).

Démonstration. Aux étudiants. O

Définition 2.3. Deux permutations o, et o, du groupe Sy sont dites disjointes
si les ensembles

I={xeX/o(x)#x} et T,={xeX/o,(x)#x}
sont disjoints, c’est a dire I'; N Ty, = 0.

Remarque. Si o € Sy etsi ' = {x € X/o(x) # x} alors o(I") = I'. On appelle
domaine associé a la permutation o 'ensemble TI".

Théoréme 2.2. Deux permutations disjointes o, et 0, de Sy commutent.

Démonstration. Soient I'; le domaine associé & o,, {x € X/o,(x) #x} et I,
le domaine associé & o, et A = [y (I"; UT,). 1l se peut que A = @, auquel cas on
ne considere que I'; et T',.

{r,,T,, A} réalise une partition de X. Nous allons prouver que sur chacun
des éléments de la partition, o, 0o 0, = 0, 0 0;.

SiA#0, soit x € A. 0,, =1d, et 0,5, =1d,, alors

(07 00,)(x) = 0,(0,(x)) = 01(x) = x = 0,(x) = 05(0,(x)) = (0,0 07)(x)
Si x €'y, alors 0,(x) €', et comme ', NI, =0, 0,(x) = x d’ol
(07 00,)(x) = 04(0,5(x)) = 01(x)
(0500,)(x) = 0,(0,(x)) = 04(x)
Si x €T, alors 0,(x) €T, et comme I'; NT', =0, o,(x) = x. Donc
(0700,)(x) = 0;(05(x)) = 0,(x)
(03007)(x) = 0,(01(x)) = 0,(x)
Donc Vx €X, (0, 00,)(x) =(0,00;)(x). Dot 0; 00, =0,00]3. ]

Théoréme 2.3. Soit X un ensemble fini. Toute permutation o de Sy autre que
Uidentité sur X est la composée de cycles disjoints deux a deux de longueur 2 au
moins. Cette décomposition est unique a Uordre prés des facteurs.
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Démonstration. Soit R la relation définie sur X par
xRy &< dmeZ x=0"(y)

On peut montrer que R est une relation d’équivalence sur X. Soit I" le domaine
associé a la permutation o. Soit x € I’ (I" # 0 car o # Idy). Soit C la classe
d’équivalence de x par rapport a R,

C={yeX/ImeZ,y=0c"(x)}

Soit {x,o(x),0%(x),...,0"(x),...} S Cc X.

Comme X est fini, les éléments de cet ensemble ne peuvent étre tous
distincts, et il existe des entiers m et n tels que 0 < m < n et tels que
o™(x) =0"(x), dot1 x = 0" ™(x). Lensemble {k eN'/x = Gk(x)} n’est donc
pas vide. Cette partie possede donc un plus petit élément m,, : alors Vm € Z,
o™(x) = c™*M(x). Donc C = {x,0(x),...,0c™ 1(x)}.

Soit v le cycle (x o(x) 6%(x)...c™ (x)), nous 'appellerons cycle associé
a la classe C. On a alors

Vy¢C y(y)=y
VyeC y(y)=o(y)

En recommencant 'opération avec y € C, on obtient un autre cycle. Supposons
que l'on ait k classes Cy,...,C, par rapport a R. Soient v, ..., Y leurs cycles
associés. Ces cycles sont disjoints et si une classe est restreinte a 1 élément, le
cycle associé est I'identité et on se restreint alors aux classes ayant strictement
plus qu’un élément.

Montrons que 0 =Y;0Y,0...Y;. Soit y € X; si o(y) = y alors y est dans
I'une des classes a 1 élément, qui est exclue, donc y est invariant par chaque
Y (1€Ny)

(Yiovz0-ovdy)=y
Si o(y) # y, alors y est dans I'une des classes non triviale : 3i € N}, y € C,.
Soit z = o(y). Alors z = y;(y). Pour tout entier j # i de N}, v;(y) = y. D'ou

(y1o oy ) =(y10-ov1)o(y)) =0o(y)

Par conséquent, 0 =Y, 0... Y.
Supposons que I'on ait une autre décomposition pour o :

0 =Py 0By0-0f

Pour tout j € N notons I'; le domaine associé a f3;. Si on note A I'ensemble
des points fixes de o, c’est a dire 'ensemble contenu dans X sur lequel o est
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I'identité, la famille {T";, T,,...,T’;, A} est une partition de X. Pour tout j de N7,
Vy €Cj, 0(y)=p;(y), alorssix €T; on a

= B0 = [0t}

pour un i € N,. D’ou f3; = y; pour un certain i € N,.

Si on simplifie 0 = y,0- -0y, =[;0---0f3, en enlevant les termes communs
a droite et a gauche on aboutit a une €égalité de la forme y; o...y; =e. Orles
Yy bougent les éléments sur des parties disjointes. Donc un élément bougé par
I'un d’entre eux ne peut étre remis a sa place par un autre. Donc k = [. Donc
Y10:--0Y; et B; o...B, ne peuvent différer que par 'ordre des facteurs. []

Théoréme 2.4. Lordre d’'une permutation est le plus petit commun multiple des
longeurs des cycles de sa décomposition en cycles disjoints.

Démonstration. Les cycles y4,...,Yv; de la décomposition d'une permutation
sont disjoints et d’apres le théoreme 2.2, Vi, j €Ny, y;0y; =7y, 0¥;.

VmEN* O'm:(’Ylo...o’Yk)m:'YTo...OYrkn
Comme y!" et Y;." restent disjoints :

o"=Idy=> VieN: y"=Idy

Donc m doit étre un multiple commun des ordres des (Yi)ieN;;- Lordre de o
étant le plus petit entier m tel que o™ = Idy, c’est le ppcm des ordres des

(Yidien: - O

Théoreme 2.5. Toute permutation peut s’écrire sous forme d’'un produit de trans-
positions.

Démonstration. Le théoréme 2.3 nous permet de dire qu'’il suffit de le montrer
pour les cycles. Soit (a,a,...qa;) un cycle. Alors :

(a10;...q)) =(a1a)) o (a1q;_1) 0 -+ 0 (aya3) o (a;a;)
O

Définition 2.4. Soit o € S,,. Soient i et j distincts dans N’ tels que i < j. On dit
que le couple (i, j) est (ou présente) une inversion pour o quand o(j) < o(i).

On désigne par sgn(o) le nombre total d’inversions pour o et par (o) =
(—1)%7°), ¢(o) s’appelle la parité de la permutation o. Si ¢(c) = +1, on dit
que o est paire. Si ¢(0) = —1, on dit que o est impaire.
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Théoreme 2.6. Toute transposition est impaire.

Démonstration. Soient h,k € N tels que h < k. Considérons la transposition
(hk) :

_ (12.. h=1hh+l .. k=1k k+1 ..n—1
(hk) = (1 20 h-1khtl . k-1h kil n-1 ?1)
Les inversions sont les couples (h,1) et (i,k) ou h < i < k et le couple (h, k).
Or il y a exactement (k —h — 1) entiers strictement compris entre h et k,

donc (k —h — 1) couples (h, i) et autant de couples (i, k). Au total. il y a donc
2(k—h—1)+1 inversions : c’est un nombre impair, d’otu (h, k) est impaire. []

Théoréme 2.7. Lapplication € : (S,,o) — ({—1,+1}, x) est un homomor-
phisme de groupes. La parité d'un produit de composition de permutations est
le produit des parités de ces permutations.

Démonstration. Nous dirons qu'une partie L de N} x N* est un « bon ensemble
» Si:

1. VieN', (i,i) €L
2. VieN,VjeN:, (i #j)= (oubien (i, j) € L ou bien (j,i) € L)

On peut remarquer qu'un bon ensemble posseéde n(n — 1)/2 éléments.
Si o €S, etsiL est un bon ensemble, G(L) est aussi un bon ensemble.

o(L)={L,m)eN;/A({(,j)eL I=o(i)etm=0(j)} SN

Il est clair que VI € N*,(,1) ¢ &(L). Soit (I,m) € Nf tel que [ # m. Comme
o €S, il existe i € N tel que o(i) =1l et j €N tel que o(j) = m aveci # j.
Comme L est un bon ensemble, soit (i, j) est dans L et alors (I,m) est dans
6(L), soit (j,i) est dans L et (m,[) € 6(L). Donc 6(L) est un bon ensemble.

Lapplication (i,j) — (o(i),0(j)) est une bijection de L dans &(L), et les
quantités

oL)=[]G-1 et wE@)= [] m-D

(i,j)eL (I,m)es(L)

sont égales au signe pres. En effet, si (i,j) € L, comme (L) est un bon en-
semble, soit (i,j) € 6(L), soit (j,i) € &(L), c’est a dire que dans w(G5(L)) on a
soit (j — 1) soit (i — j). Du fait de la bijection, il y a le méme nombre de termes
(n(n—1)/2) dans w(6(L)) que dans w(L). D’ot1 w(L) = £w(6(L)).

Les signes de (j —i) et de o(j) — o(i) ne different que si (i, j) présente une
inversion pour o. Dot :

w(@@W)= || (6() - o®) = (~1)= e (L)

(i,j)eL
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Soient o, et 0, dans S,, L un bon ensemble. Nous savons qu’alors G,(L)
est aussi un bon ensemble. Donc

o ((0100)(1) = (17" &(53(1))
Or

o(T3(1)) = (~1F" (1)
o ((0100)(1)) = & (F1(T3(1)) = (~1#*Deo(1)

Alors :
(~DF (L) = (~1)F6(G,(1) = (DT (-1 % 0(L)
Comme les couples (i,i) ¢ L, w(L) #O et :

(_1)sgn(01°02) =(-1)1(-1)°2
(0, 00,) =¢(0;)e(0,)
L]

Théoréme 2.8. Un produit de k transpositions est pair si k est pair, et impair si
k est impair.

Démonstration. Conséquence immédiate des théoremes 2.6 et 2.7. O
Théoréme 2.9. Tout cycle de longueur k a pour parité (—1)< 1.
Démonstration. Application immédiate des théorémes 2.5 et 2.8. O

Théoréme 2.10. Pour tout élément n de N*, Uensemble A, des permutations
paires de S, est un sous groupe distingué de S, contenant n!/2 éléments. On
Uappelle le groupe alterné d’ordre n.

Démonstration. Soit € : S, — {—1,+1} définie par : 0 — &(o). Alors
Vo,0 €S, e(co00)=¢(c)e(O)

Donc ¢ est un homomorphisme du groupe (S,,o) dans ({—1,+1}, x). Son
noyau Kere est A,. Donc A, < S, et le théoréme de décomposition d'un
homomorphisme de groupe nous dit que S, /Kere est isomorphe a Ime. Or
Kere = A, et Ime = {—1,+1}. Donc cardS, /A, =2 et A, =n!/2. O



Chapitre 3

Anneaux

Définition 3.1. Un anneau est un ensemble non vide A muni de deux lois
internes, notées + et X, tel que :

1. (A, +) est un groupe commutatif dont on note 0 (ou 0,) I'élément neutre.
2. x est associative et distributive par rapport a +.
Si X est commutative, on dit que A est un anneau commutatif. Si X possede
un élément neutre, on dit que A est un anneau unitaire (unifere). Si A n’admet
pas de diviseurs de zéro (xy =0 = x =0 ou y = 0), on dit que A est integre.
Exemples.

1. (2/67Z,+, x) est un anneau dans lequel 2 est un diviseur de 0 :
3%2=3x2=6=0
2. (A,(R),+, x) est un anneau non commutatif qui posséde des diviseurs
de (§6) = (60) x (§6) = (58
Théoréme 3.1. Soit (A,+, X) un anneau. Alors Va,b,c € A,Vne€Z:
1. a-0=0
a(—b) =—(ab) = —a(b)
. (—a)(=b)=ab
a(b—c)=ab—ac et (b—c)a=ba—ca
. (na)b =n(ab) = a(nb)

v W N

Démonstration. 1. a(04+0)=a0+ a0 = a0, dou

a0+a0=a0=a0+0
a0=0

30
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2. alb+(—b)] = a0 =0 =ab+ a(—b) dou a(—b) = —(ab). De méme,
(—a)b = —(ab).

3. (—a)(—=b) = —a(—b) = —(—ab) = ab d’apres le 2.

4. a(b—c)=a[b+(—c)] =ab+a(—c) =ab — ac. De méme, (b —c)a =
ba — ca.

5. Sin>0:

(na)b=(a+a+---+a)b=ab+---+ab=n(ab)

n fois n fois

De méme a(nb) = n(ab).
Sin<O0:

(na)b=—(-na)b=—(a+a+---+a)b
—n fois
=—(ab+ab+---+ab)

—n fois

= —((—n)(ab)) = n(ab)

De méme pour a(nb).
Sin =0, Cest trivial.
H

Définition 3.2. Une partie R non vide d’'un anneau A est un sous anneau de A
si la restriction des lois de A a R lui confere une structure d’anneau.

Théoreme 3.2. Une partie R non vide d’'un anneau A est un sous anneau de A si
et seulement si :

1. Rest un sous groupe de (A,+) : Vx,y €R, x —y €R.
2. Reststable pourlaloi x : Vx,y €R, xy €R.

Démonstration. Si R est un sous anneau de A, alors 1 et 2 sont vérifiés. Réci-
proquement, supposons 1 et 2 vérifiés : alors (R, +) est un groupe commutatif,
car + étant commutative sur tout A, elle 'est sur R. Le 2 entralne que la res-
triction de x & R est une loi interne sur R. Etant distributive par rapport a
I'addition sur A, elle 'est également sur R. Etant associative sur tout A, elle
l'est sur toute partie stable de A, en particulier R. Donc R est un anneau. [

Remarque. SiR est un sous anneau de A et si A est commutatif (resp. intégre),
alors R T'est aussi. Par contre, A peut étre un anneau unitaire sans que R le
soit.
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Définition 3.3. Soit A un anneau unitaire et € '’élément neutre de la seconde
loi de A. Un élément s de A est appelé unité de A s’il possede un inverse pour
la seconde loi (élément inversible) :

dteA st=ts=c¢

Théoréme 3.3. Soient A un anneau unitaire et A* Uensemble des éléments in-
versibles de A. Alors (A*, X) est un groupe.

Démonstration. Soit A un anneau unitaire, d’élément unité 1,. Alors 1, -1, =
1, et 1, € A*. Dou A #0.

Sis,t €A*ilexistes lett ltelsquess ' =s"ls=1, ettt ! =t"1t =1,.
Doncs ' eAXett™! € A Et:

)t s H=sls ' =ss71=1,
D’ot1 st € A*. Donc (A*, X) est un groupe. O
Remarque. 7% = {+1,—1}.
Théoreme 3.4. Toute intersection de sous anneau de A est un sous anneau de A.

Démonstration. Soit (A;);c; une famille de sous anneaux de A. Vi €1, A; est un
sous anneau donc un sous groupe de A. [, A; est un sous groupe de A.

Vx,yemAi :Viel x€A,y €A
i€l
A, est stable pour x donc xy € A;,Vi€l.Onadonc xy €[ ), 4A;. Dot [ ) A
est stable pour x et [ ). A; est un sous anneau de A. O

Définition 3.4. Soit E une partie non vide de 'anneau A. On appelle sous an-
neau de A engendré par E l'intersection de tous les sous anneaux de A conte-
nant E. C’est le plus petit (au sens de I'inclusion) sous anneau de A contenant
E.

Définition 3.5. Soit (A,+, x) un anneau. On appelle idéal a gauche (resp.
a droite) de 'anneau A tout sous groupe I, (resp. I;) de (A,+) stable par
multiplication a gauche (resp. a droite) pour chaque élément de A :

Vxel,,Vyel, x—yel, (resp.l;)
VaeA Vx e I, axe€l, (resp.xac€ly)

On appelle idéal bilatere, ou idéal, de A un idéal a droite de A qui est aussi un
idéal a gauche.
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Exemples.
1. Dans (Z,+, x) les idéaux sont de la forme nZ ol n € N*.

2. Soit A un anneau : alors aA est un idéal a droite pour tout a de A, et Aa
est un idéal a gauche pour tout a de A.

Remarque. Sil’anneau est commutatif, les trois notions d’idéaux coincident.

Théoreme 3.5. Toute intersection d’idéaux a gauche (resp. a droite, bilatére) est
un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére).

Démonstration. Nous savons depuis le premier chapitre que toute intersection
de sous groupes est un sous groupe. Il reste a vérifier la deuxieme propriété :
soit (A;);¢ une famille d’idéaux a gauche. Alors :

VxeﬂAi Vac€eA ona Viel,x€e€A

i€l

Or chaque A; est un idéal a gauche donc Vi € I,ax € A;. Dot ax € [ 4A;.
Donc (), A; est un idéal & gauche. O

Définition 3.6. On appelle idéal engendré par une partie E non vide de A
l'intersection de tous les idéaux de A contenant E. C’est le plus petit idéal de
A contenant E.

Théoreme 3.6. Si A est un anneau unitaire, Uidéal a gauche (resp. a droite)
engendré par un élément a de A cest Aa (resp. aA).

Démonstration. L'idéal engendré par a contient a, donc contient également
a+a,a+a+a,...,—a,—a—a, ..., cest adire tous les éléments de la forme
na ou n € Z. Il contient aussi tous les éléments de la forme xa ot x € A. 1l
contient donc les éléments de la forme : na+ xaoun€Zet x €A.

Comme A est unitaire, on a

na=a+---+a nfoissin>0
=—a—---—a -—nfoissin<O0
na=1lya+1la+---+1la=1,+--+1)a=(nl)a
D’ou :
na+xa=(n-1)a+xa=((n-1,+x)a € Aa
Inversement,
Vye€Aa,ix €A y=xa

Or xa appartient a I'idéal engendré par a. m
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Exemple. (27, +, x) est un anneau qui n’est pas unitaire. I'idéal engendré par
4 n’est pas 4 - (27Z) = 87 car 4 & 8Z.

Définition 3.7. On dit qu'un idéal I d'un anneau commutatif unitaire est prin-
cipal ¢’il peut étre engendré par un seul élément.

On dit qu'un anneau commutatif unitaire est principal si et seulement si
tout idéal de cet anneau est principal.

Exemples. Z,K[x] ou K est un corps commutatif.

Théoréme 3.7. Soit A un anneau et I un idéal bilatére de A. La relation binaire
R définie sur A par :

Vx,yeA xRy < x—-yel

est une relation d’équivalence compatible avec la structure d’anneau de A.

Démonstration. (A,+) est un groupe commutatif donc tous ses sous groupes
sont distingués donc d’apres le premier chapitre, R est une relation d’équiva-
lence compatible avec la premiere loi de A. Montrons qu’elle est compatible
avec la deuxieme loi.

Vx,x’,y,y" €A supposons xRy et x’'Ry’. On veut montrer que xx'Ryy’ :

xx'=yy' ==y’ +y(x' =y
Or
xRy=>x—-yel lidéaletx'eA=(x—y)x'el
xRy ' =>x"—y' €l lidéaletye A= y(x'—y') el

I est stable pour + donc xx’ — yy’ €l et xx'Ryy’.
D’ou R est compatible avec la structure d’anneau de A. O

Remarque. On peut donc munir A/R de deux lois quotients : la premiére in-
duite par + fait de A/R un groupe ; la seconde induite par X est associative et
distributive par rapport a la premiere. A/R est donc un anneau pour les deux
lois quotients. On le notera A/I.

Théoréme 3.8. Soit A un anneau et R une relation d’équivalence compatible
avec la structure d’anneau de A. Soit 1 la classe d’équivalence de 0, pour cette
relation. Alors 1 est un idéal bilatére de Aet xRy < x—y €L
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Démonstration. R étant compatible avec +, I est un sous groupe distingué de
(A,+). De plus
VxelLVyeA xRO,=xyRO,y
xyRO, doncxye€l

De méme

xR0, =>yxRy0,
yxR0O, doncyxel

Donc I est un idéal bilatere de A.
De plus, R est compatible avec la premieére loi + de A, donc si xRy

x+(=y)Ry +(-y)
x — YRO,
x—yel

]

Définition 3.8. Un homomorphisme f d’un anneau A dans un anneau B est
une application de A dans B telle que :

Ve, yeA flx+y)=rx)+f(y)
fley)=F)f(y)

Théoréme 3.9. Si f est un homomorphisme de Uanneau A dans U'anneau B :

1. f(04)=0g

2. VxeA f(=x)=—f(x)

3. f(A) est un sous anneau de B.

4. Ker f est un idéal bilateére de A.

5. f est injectif si et seulement si Ker f = {0,}.
Démonstration. Les 1,2,5 découlent des propriétés des homomorphismes de
groupes.

3. Nous savons que f(A) est un sous groupe de B. Il reste a montrer sa
stabilité dans B

Yu,v EfA(A),Elx,y eA f(x)=uetf(y)=v

Alorsuv = f(x)f(y)=f(xy) e f(A). Donc f(A) est un sous anneau de
B.
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4. Ker f est un sous groupe distingué de A. De plus,

VxeKerf,VaeA f(ax)=f(a)f(x)=f(a)0z=0g
Vx eKerf,VaeA f(xa)=f(x)f(a)=0zf(a)=04

Donc Va € A, ax € Ker f et xa € Ker f, donc Ker f est un idéal de A.
O

Remarques. R
— Si A est commutatif, f(A) est commutatif.
— Si A est unitaire, f(A) est unitaire et si 1, est '’élément neutre de la
seconde loi de A, f(1,) est 'élément neutre de la seconde loi de f (A).

- Six € A* alors f(x) € [f(A)] “ et fOx ) =[f(x)] -

Cependant, A peut étre integre sans que f (A) ne le soit. Par exemple :

ol n n’est pas premier.

Théoreme 3.10. Soit f un homomorphisme d’anneau d’un anneau A dans un
anneau B. Alors f peut se décomposer sous la forme f =iobos ot :
- s : A — A/R homomorphisme surjectif défini par x — X oil R est définie
parVx,y €A xRy < f(x)=f(y).
— b :A/R — f(A) homomorphisme bijectif défini par X — f (x).
— i: f(A) — B homomorphisme injectif défini par f(x) — f(x).

Définition 3.9. Soit A un anneau unitaire, d’élément neutre 1, pour sa se-
conde loi. Soit A’ le sous groupe monogene de (A,+) engendré par 1,. On
désigne par y l'application de Z dans (A’, +) qui a tout entier n associe n- 1, :
c’est un homomorphisme surjectif de Z sur A'.

Si y est injective, le seul entier n tel que n-1, = 0, c’est 0,. Alors A’ = $(Z)
est isomorphe a Z, et on dit que A est de caractéristique nulle.

Si ¢ n’est pas injective, Ker ¢ est un sous groupe de Z, donc de la forme
nZ oun € N* et $(Z) = A’ ~ Z/nZ. On dit que A est de caractéristique n. n
est alors le plus petit entier strictement positif tel que n- 1, = 0,.

Remarques. Si A est de caractéristique nulle, on considere Z comme une partie
de A. On assimile Z et f (Z) qui lui est isomorphe. On dit aussi que Z est plongé
(imbedded) dans A. Dans ce cas, 'élément n - 1, est représenté par n (ou n,).

La caractéristique d’'un anneau ayant un nombre fini d’éléments est non
nulle.
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Dans un anneau de caractéristique n > 0, on a n-a = 0 pour tout a de A,
car

na=1la+1la+---+1la=1,+ 1+ -+ 1)a=(nly)a=04a=0,

Théoreme 3.11. La caractéristique d’'un anneau intégre unitaire est soit nulle,
soit un nombre premier.

Démonstration. Soit p la caractéristique de 'anneau unitaire intégre A. Sup-
posons p # 0 et p = qr ou q > 0 et r > 0. Soit 1, 'élément neutre de la
deuxieme loi de A.

q fois r fois
A

AN

(@I = | Lo+ 41, | | Ta+-- 41,

= (Ia+-+1) I+ +(1a+--+1,) 1,
=1+ +1,=(qr)ly=ply, =0,
_v_/
(gr) fois

A étant intégre, g1, = 0 ou r1, = 0. p étant le plus petit entier tel que p1, =
0,,0onasoitp=gqetr=1,soit p=retq=1. Donc p est premier. O



Chapitre 4
Corps

Définition 4.1. Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non
nul est inversible. Si la seconde loi est commutative, on dit que le corps est
commutatif.

Définition 4.2. On dit qu'une partie non vide L de K est un sous corps de K,
si les lois induites par celles de K sur cette partie donnent a cette partie une
structure de corps.

Remarques.
1. L est un sous corps de K= 0y € L.
2. L* =L\ {0} est un sous groupe multiplicatif de K*, donc 1 € L.

3. Tout sous anneau de K contenant les inverses de tous ses éléments pour
x, sauf 0, est un sous corps de K.

Théoreme 4.1. Toute intersection de sous corps est un sous corps.

Démonstration. Nous savons déja que toute intersection de sous anneaux est
un sous anneau. Il reste a montrer que 1, appartient a I'intersection et que
I'inverse de tout élément de I'intersection appartient a I'intersection.

Soit (L;);e une famille de sous corps de K, et L = (). L;. Alors Vi € I,
1 €L, donc 1; € L.

Vx €L,x #0g VieLx €L; donc x ! € L; et xx ! = x'x = 1. Donc
x~1 € L. Donc L est un sous corps de K. O

i€l

1

Définition 4.3. Soit A une partie non vide d’un corps K. On appelle sous corps
engendré par A le plus petit sous corps de K contenant A. C’est l'intersection
de tous les sous corps de K contenant A.

Théoreme 4.2. Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour que A soit un corps,
il faut et il suffit que les deux seuls idéaux de A soient {0,} et A.

38
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Démonstration. Si A est un corps, soit I un idéal de A autre que {0}. I possede
donc un élément x # 0. A étant un corps, x est inversible dans A : 3x~! € A,
xx1=1,, Maisxel,Lx'!eAetl, =xxte€l AlorsI =Acar Vy € A,
y=y-l,€letACL

Si les seuls idéaux de 'anneau commutatif unitaire A sont {0} et A, soit a
un élément quelconque de A, autre que 0. Considérons (a) I'idéal de A engen-
dré par a. a € (a) donc (a) # {0}. Alors (a) = A. Or le théoréeme 3.6 nous
dit que (a) = aA, mais 1, € A donc 1, € (a) = A = dA. 1l existe donc a’ € A
tel que aa’ = 1,. Donc tout élément non nul de A est inversible et A est un
Corps. 0

Théoreme 4.3. Soient A un anneau commutatif unitaire et I un idéal de A.
Pour que Uanneau quotient A/I soit un corps, il faut et il suffit que lidéal 1 soit
maximal dans Uensemble des idéaux propres de A (idéaux différents de A) par
rapport a Uinclusion.

Démonstration. Supposons que A/I est un corps. Alors I # A car un corps
possede au moins deux éléments : 0, et 1,,. Donc I est un idéal propre de
A. Soit J un idéal de A tel que I € J C A. Si I # J, soit a € (,I. Dans 'anneau
quotient A/I, [a]; # [04]; car [04]; = I. Alors, comme A/I est un corps, [a];
est inversible. Soit [a] ! son inverse. Vx € A, soit [x];. Posons

B = [x][al;’
Blal; = [x];

Sibef:

[b]ila]; = [x];
[bal; — [x];=[0,]; =1
[ba—x];=1
ba—x el

Or a € J et J est un idéal donc ba € J. De plus I € J donc x € Jet A C J. Dol
A =J et I est un idéal propre maximal de A.

Supposons que I est un idéal propre maximal de A. Soient y € (A/I)\ {[0];}
etcey.SoitC={beA/dxel,dacA b= x+ca}. Montrons que C est un
idéal de A qui contient I.

- 0,€Ccar 0, =0, +c-0,, donc C#0.

- Vb,b'eC,Ix,x’€l,da,a’ €A b=x+ca, b =x"+cd.

b—b'=(x—x")+cla—d)ecC
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- VteA tb=tx+c(ta)€C.
Donc C est un idéal de A.

Vx€l x=x+c-0,€C

douICC.ceyety#Idoncc¢l.Orc=0,+c-1,€C.DoulgC.Iétant
un idéal propre maximal de A, C = A. Par conséquent, tout élément de A a une
écriture sous la forme x + ca. En particulier 1, = x + ca pour un x de I et un
a de A.Dou:

[1x]i =[x +cal;
= [x]; + [c]lal;
= [0]; + [c]i[a];
= [cli[a];
=vy[al];
D’ou y est inversible dans A/I. Alors A/I est un corps. O

Théoréme 4.4. Tout anneau fini unitaire intégre ayant au moins deux éléments
est un corps.

Démonstration. Soit a € A\ {0}. Soit v, : A — A définie par x — ax. v, est
injective car si y,(x;) = v,(x,) alors ax; = ax, < a(x; —x,)=0.Or A est
integre et a # 0 donc x; = x,. Le cardinal étant fini, v, est une bijection. Il
existe donc a’ € A tel que y,(a’) =1, < aa’ = 1,. Donc a est inversible et
A est un corps. O

Définition 4.4. On dit qu'un idéal I de A est premier si A/I est intégre.
On dit qu'un élément p de A est premier si 'idéal principal qu’il engendre
(p) est premier, propre et non nul.
Remarques.
1. (I est premier) < (abel=ae€loubel).
Si I est premier, supposons [x];[y]; = [0]; = L. Donc xy € I. Or I est
premier, donc [x]; = [0];ou [y];=[0]; &< xe€louyel
Réciproquement, si xy € [ = x €I ou y €1, soient X et Y deux classes
de A/T telles que XY =[0];. SixeXetyeY:

[x]i[y]; = [0]
[xy];=[0]; =1
xy €l

Alors x €1, c’est adire [x]; = [0];ou y €1, c’est a dire [y]; = [0];. Donc
A/I est intégre et I est un idéal premier de A.
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2. Un élément premier p est non nul et non inversible.
— Si p =0 alors (p) = {0} et p n’est pas premier.
— Si p est inversible alors (p) = A, (p) n’est pas propre et donc pas
premier.

3. Si p est premier et divise ab, alors p divise a ou p divise b.

Théoréme 4.5. Soit A un anneau commutatif unitaire fini et 1 un idéal propre
de A. Les quatres propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Test maximal.
2. Test premier.

3. A/l est intégre.
4. A/Test un corps.

Démonstration. 1 = 2. Soient a et b deux éléments de A tels que ab € 1.
Supposons a ¢ 1. Alors I'idéal I+ (a), le plus petit idéal contenant I U (a),
est égal a A car I est maximal. Donc 1 € I+ (a) et 3x € I et d¢c € A tel que
1=x+cadou b= bx +c(ab) €l. Donc I est premier.

2 = 3 par définition.

3 = 4. A étant fini, A/I I'est aussi et on applique le théoréme 4.4.

4 = 1 d’apres le théoréme 4.3. m



Chapitre 5

Polyn6mes

Notation. Soient E et F deux ensembles non vides. On note FF I’ensemble des
applications de E dans F.

5.1 Anneau des polynOmes

Définition 5.1. Soit A un anneau commutatif unitaire. On appelle polynéme a
une indéterminée (on dit parfois variable) a coefficients dans A, tout élément
de A" dont I'image comporte un nombre fini d’éléments non nuls, autrement
dit une suite d’éléments de A dont tous les termes sont nuls a partir d’'un
certain rang.

Les termes d’une telle suite sont appelés coefficients du polynome.

Définition 5.2. Soit P = (a,,ds,...,d,,... ). On appelle degré du polynéme P
le plus grand entier p tel que a, # 0. On le note deg(P).

degP = max {n € N/a, # 0}
Par convention, si P=© = (0,0,...,0,...) on pose degP = —o0.

Remarque. L'égalité des polyndmes est une égalité entre deux applications de
N dans A : il faut, si P = (ag,ay,...,4,,...) et Q = (bg, by,...,b,,...) que
ak == bk Vk €N.

Définition 5.3. Soit P = (ay,a;,...,a,,...). On appelle valuation de P et on
note v(P) le plus petit entier p tel que a, # 0.

v(P) = min {n € N/a, # 0}

Par convention, si P =© =(0,0,...,0,...), on pose v(P) = +o0.

42



CHAPITRE 5. POLYNOMES 43

Définition 5.4. Soient P = (ay,ay,...,a,,...) et Q= (by, by, ..., b,,...) deux
polynomes. On appellera somme de P et de Q le polynéme noté P 4 Q et égal
a (ag+bg,a; + bq,...,a,+by,...).

Théoreme 5.1. Muni de U'opération somme définie ci-dessus, Uensemble des po-
lynémes a coefficients dans un anneau commutatif unitaire A a une indéterminée
est un groupe abélien.

Démonstration. Aux étudiants. O

Définition 5.5. Soient P = (ay,...,d,,...) et Q = (by,...,b,,...) deux po-
lynomes. On appellera produit de P et de Q le polynéme noté PQ et égal a
(YosY1sesYns---) OUY, = Ziﬂ.:r a;b;.

Théoreme 5.2. Muni des deux lois définies ci-dessus, l'ensemble des polynémes
a coefficients dans un anneau commutatif unitaire A a une indéterminée est un
anneau commutatif unitaire dont une partie est isomorphe a A.

Démonstration.
1. (a) Montrons que la seconde loi est associative. Soient

P=(ag,ay,...,ap,...),
Q: (bo,bl,...,bn,...),
R=(CgsC1sevesCpse-)

On a

QR = (ag,...,0p,...) OU ar=Zbicj
PQ=(Bo...Bn-..) ol B, = > ab,

P(QR) a pour coefficients les vy, :

S a0= Y a ( 3 b)

Yr=

i+j=r i+j=r m+p=j
= E a;byc,

i+m+p=r

(PQ)R a pour coefficients les d, :

5=y Bic;= . (Z ambp)cf

i+j=r i+j=r \ m+p=i
= E a,byc;
m+p+j=r

D’ott (PQ)R =P(QR).
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(b) On montre de méme que P(Q+R) = PQ+PR et (P+Q)R = PR+QR.

(c) Le polynébme I=(1,0,...,0,...) est I’élément neutre de la seconde
loi.

(d) La commutativité de la seconde loi découle de celle de la seconde
loi de A.

2. Soit . = {(a,0,...,0,...) /a € A}. L'application f : A — . définie par
a— (a,0,...,0,...) est trivialement bijective.
fla+b)=(a+b,0,...,0,...)=(a,0,...,0,...)+(b,0,...,0,...)
= f(a)+ f(b)
f(ab)=(ab,0,...,0,...)=(a,0,...,0)(b,0,...,0)
= f(a)f (b)

Donc f est un isomorphisme de A dans .</.

Par la suite on assimilera (a,O0,...,0,...) avec a, © avec 0, et I avec 1,. O

Définition 5.6. Soient A € A et P un polynéme a une indéterminée a coeffi-
cients dans A. On appellera produit de A par P le polynéme noté AP et défini
par

AP = F(L)P
SiP=(ag,...,a...) ona AP = (ray,..., a,,...).

Théoreme 5.3. La loi définie ci-dessus a les propriétés suivantes : YA, u € A,
pour tous polynémes P et Q

AP +Q)=AP+1Q
(A +u)P=AP+uQ

AWP) = (Au)P
1P=P

Démonstration. Ces propriétés sont celles des deux lois internes sur les poly-
nomes réécrites avec nos conventions. O]

Notation. On notera X le polynéme (0, 1,0,...,0,...).
X= (Sli)ieN
ou §;; est la notation de Kronecker : 6,; =0sii# jetd; =1sii=].

Théoréme 5.4.
1. Pour tout n € N*, X" = (8, )ien-
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2. Vp,q € N*, XP+4 = XPX4,

Démonstration.

1. Par récurrence : c’est vrai pour n = 1 par définition. Supposons X" =
(Bni)ien- Alors

X =XX"=(8,,)(5,;) = Z 010, = (ck)

i+j=k

ol ¢ = Ziﬂ.:k 01;0,x_;- Pour que ¢, # 0 il faut que &;; # 0 donc que
l=i,etquen=k—i=k—1.Donck=n+1et(c)=(6,.1,)

2. XPXT = (Cg,Cp5--05Cpyenn) @VEC ¢, = X5 o 8,8, Pour que c, soit non
nul, il fautquei=petq=j,doncquer =i+ j=p-+q.Doncc, =0si

p+q#retc,=1sip+q=r.DoncXPX?=XP",
]

Notation. Si P = (ag,qa;,...,a,,0,...,0,...) est un polynéme, on I'écrira dé-
sormais P =ay+a; X+ --- + a,X".

On notera A[X] I'ensemble des polynémes a une indéterminée a coeffi-
cients dans A.

Théoreme 5.5. Soit A un anneau commutatif unitaire. Quelque soit n dans N,
une relation de la forme ay+ o, X+ ---+ a,X" = 0 entraine que tous les a; sont
nuls.

Tout polynéme P € A[X] s’écrit donc d’une maniére unique sous la forme
P=oay+a;X+---+a,X"

Démonstration.
ag+ o, X+ +a,X"'=0
(atg, @q,...,0,,0,...,0,...) =(0,0,...,0,...)
Légalité des deux suites entralne que oy, = a; =--- = a,, = 0. Donc si
P=ay+ o, X+ +0,X" =B+ P X+ +B,X"
alors

(0tgs Oqy vy @y 0,030,000 ) = (Bos Brs- -5 B 05+ -+, 0,0 )

Dot oy = By, &7 = B4, .... Lécriture de P sous la forme ci-dessus est donc
unique. O
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Théoréme 5.6. Soit A un anneau commutatif unitaire. Si P et Q sont dans A[X] :

deg(PQ) < deg(P) + deg(Q)
v(PQ) = v(P) +v(Q)
deg(P + Q) < max (deg(P), deg(Q))
v(P + Q) = min (v(P), v(Q))
Si de plus A est intégre, deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) et v(PQ) = v(P) + v(Q).

Démonstration. Supposons

P=ay+a; X+ +a,XP

Q =Ry + B X+ +p X!
On a deg(P) = p et deg(Q) =q. Doncsii+j > p+gq, a;f; = 0 dot deg(PQ) <
deg(P) + deg(Q). Si A est integre, a3, # 0 donc deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

(P+Q)= Z?fg{p’q} (a; +B;) X' donc deg(P + Q) < max (degP, degQ).
Soient P et Q deux polynomes tels que v(P) =r et v(Q) =s. Si P = (a;);en
et Q=(Bien :

VieN, i<r=>aoq;=0 et VjEN, j<s=f;=0

Doui+j<r+s= af; =0 dou v(PQ) = v(P) + v(Q). Si A est integre,
a, B, # 0 et alors v(PQ) = v(P) + v(Q).

Enfin,
VieN, i<min(r,s)=a;=p;=0
d’oti a; +f; =0 et v(P+ Q) = min (v(P), v(Q)). H
Remarques.

1. D’apres le théoréme 5.6, si A est integre, A[X] I'est aussi. Si P # 0, Q # 0,
deg(P) = p et deg(Q) = g, alors a, # 0 et 3, # 0. D'ot a3, # 0. Or
c’est le coefficient de XP™? dans PQ. Donc PQ # 0.

2. On comprend mieux le choix de notre convention deg(0) = —oo car
deg(PQ) = deg(P)+deg(Q) méme si P ou Q est nul. On aurait pu prendre
deg(0) = +o00 mais deg(P + Q) < sup (deg(P),deg(Q)) oblige & prendre
—00.

De méme le choix de v(0) = 400 vient de la relation v(PQ) = v(P) +

v(Q).

Théoreme 5.7. Soit K un corps commutatif. Alors K[X] est une K-algébre uni-
taire integre.

Une K-algébre est un ensemble E muni de deux lois de composition interne, +
et X, et d’une loi externe - sur K x E vérifiant :
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1. (E,+,-) est un K-espace vectoriel.
2. (E,+, x) est un anneau.
3. Vx,yeE VAeK A-(xxy)=(A-x)xy=xx(A-y).

Définition 5.7. On appelle suite de polynomes de degrés échelonnés (resp. de
valuations échelonnées) toute suite (P,),cy de polynémes telle que Vn € N,
degP, = n (resp. v(P,) = n).

Théoréme 5.8. Dans lUespace vectoriel K[X], toute suite de polynémes de degrés
échelonnés (resp. de valuations échelonnées) est libre. Toute suite de polynémes
de degrés échelonnés est une base de K[X]. Toute famille (P,,P,,...,P,) de poly-
nomes de K,[X] de valuations échelonnées est une base de K,[X].

; . .. ok . .
Démonstration. Soit Zi:l An P, =0 ou degP, = n;. Supposons que n; soit le
degré le plus élevé des polynomes figurant dans la combinaison linéaire avec
un coefficient non nul.

AP+ +A, P, =0

n-m g™ My

avec A, #0.Dou:

(~An )Py, = Ay Py -+ A,y P

Mg—1" Mk—1
deg (=2, )P, ) = ny
deg (Kannl + .o+ Xnk_ank_l) =Ny_q < Ny

Absurde, Donc tous les coefficients sont nuls.

Soit (P,) une telle suite. Elle est libre d’apres ce qui précéde. Pour tout
entier m, (Py,Py,...,P,,) est une famille libre & (m + 1) éléments de K,,[X],
qui est de dimension (m + 1). Donc c’est une base de K,,,,[X]. Soit P un po-
lynome quelconque de K[X]. Pour un m assez grand, P € K,,[X] et P est une

combinaison linéaire de (P, ...,P,,). Donc (P,),cy st une famille génératrice
de K[X].
Méme genre d’arguments pour les valuations échelonnées. O

Remarque. Toute suite de polynomes de valuations échelonnées n’est pas for-
cément une base de K[X]. Soit (P,),cy telle que :

VneN,P, = (X+ 1)X"
v(P,)=v(X+1)+v(X")=n

Mais toute combinaison linéaire des P, est un multiple de (X + 1). Donc ce
n’est pas une base de K[X].
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5.2 Division euclidienne

Théoreme 5.9. Soient A et B deux polynémes de K[X] tels que B # 0. Alors il
existe un couple unique (Q,R) de polynémes de K[X] tels que

A=BQ+R avec degR < degB

Q s’appelle le quotient et R le reste dans la division euclidienne de A par B.
Si R =0, on dit que A est divisible par B, ou que B divise A ou que A est un
multiple de B.

Démonstration. 1. SiA=0,0=0B+0.

2. SidegA <degB, A=0B+A.

3. Si degA > degB, on pratique par récurrence sur le degré de A. Suppo-
sons que A = ay + a;X+ -+ q,X" et B= by + b;X+ -+ + b X%. On
construit le polynéme A; = A — Z—”BX"‘q. Le terme de plus haut degré de

q
ce polyndme est strictement inférieur a n, car on a choisi le coefficient

de BX""? dans ce but. Par hypothese de récurrence, il existe Q; et R; tels
que A; = BQ; + R, avec degR; < degB. D'ou

aTl —
A= (—X" q+Q1)B+ R,
b —L

1 R

Q
A =BQ + R ce qui montre I'existence du quotient et du reste.
Montrons I'unicité du couple (Q,R). Supposons
A=BQ+R=BQ; +R; avec degR,degR; < degB
B(Q—Q;)=R;—R
Alors,
deg (B(Q — Q) =deg(R, —R)

degB +deg(Q — Q;) = deg(R; —R)
deg(Q — Q;) =deg(R; —R) —degB <0

Donc Q — Q; = 0 le polynéme nul étant le seul a avoir un degré négatif.
Dou Q=Q; etR=R;.
O
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Exemple. A=X>+2X*+1,B=X>+3

X3 +2X2 +1|X2+3
-X3 —3X X+2
2X? —3X +1
—2X? -6

—3X -5

A=B(X+2)+(—3X-5).
Théoréme 5.10. Soit K un corps commutatif, alors K[X] est un anneau principal.

Démonstration. Nous savons déja que K[X] est un anneau commutatif uni-
taire (et méme integre). Soit I un idéal de K[X] et H = {n € N/dP € I,P #
0 et degP = n}. H € N donc H posseéde un plus petit élément n,. Soit P, € I
un polynéme tel que degP, = n,. Alors, VQ € I, 3B,R € K[X] ou degR <
degP, =n, et Q=PBB+R. Pyl =PBecl.DouQ—-PBel,Rel Or
degR < n, donc R = 0 le seul polynéme de I ayant un degré inférieur a n,.
Par conséquent, Q = P,B € (P,). D’'ou I C (P,). Or P, €I, donc (P,) € I. D’'ou
I'égalité I = (P,).

Tout idéal de K[X] est donc principal, par définition K[X] est un anneau
principal. [l

5.3 Division suivant les puissances croissantes

Théoréme 5.11. Soient A et B deux polynémes de K[X], B étant supposé de
valuation nulle, h un entier naturel. Il existe un couple unique de polynémes
(Q,R) tels que A = BQ +X""'R avec degQ < h. Q est appelé le quotient et R (ou
X"1R) le reste dans la division suivant les puissances croissantes de A par B a
Uordre h.

Démonstration. La famille (B,XB,...,X"B, X! ... X"™) ou p = degB contient]]
h+ p + 1 polynémes de degrés inférieurs ou égaux a (h + p) et de valuations
échelonnées. Donc c’est une base de Kj,,,[X]. On peut donc la compléter en
B,XB,...,X"B, X1 ... XMP XhtP+l  qui est une base de K[X].

A possede donc une écriture unique par rapport a cette base :

A=aB+ 0o;XB+ a,X*B+ -+ + o, X"B+ oy X+
= (g + a; X+ + X" ) B+ X" (e +...)
~ S~—————

-~

Q R
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5.4 Théoreme de d’Alembert-Gauss

Définition 5.8. Soit P= "  a,X' un polyndéme de K[X]. Uapplication P € K¥
définie par :

n

VxeK P(x)= Z a;x!
i=0
est appelée fonction polynéme associée a P.
Plus généralement, si L est une K-algebre, on peut définir sur L la fonction
P, par Vx € L, P (x) = Y., a;x'. Ceci permet de substituer & X des matrices,
des endomorphismes, etc.

Théoréme 5.12. Lapplication K[X] — KX définie par P — P est un morphisme
de K-algebre.

P —_—

Démonstration. On vérifie facilement que P+ Q = P+0Q, AP = AP (A € K),
PQ=PQet1=1. 0
Remarques.

1. Si degP < 0 alors P est une application constante. En général la réci-
proque est fausse si cardK est fini.

2. X =1Idy.
3. Si L est une K-algébre, I'application P — P, est un morphisme de K-
algéebre.
Définition 5.9. Soit P € K[X].

1. On dit que I'élément a de K est une racine (ou un zéro) de P dans K si
P(a) =0.

2. On dit que I'élément a de K est une racine de P d’ordre de multiplicité
k, k € N*, si P est divisible par (X — a)* sans I’étre par (X — a)<*.

Remarque. 1l y a bien coincidence entre les deux définitions a 'ordre 1 : si
on divise P par (X — a), on obtient un reste de degré strictement inférieur a
deg(X —a)=1.
P=(X—a)Q+R
P=X-a)Q+R
P(a) = (a — 0)Q(a) + R(a)
=R(a)
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OrR=r,, ry €K, donc R= ro= R(a) et R(a) =P(a) =R. D’olt
P=(X—-a)Q+P(a)

Si a est racine, P(a) = 0 donc P = (X — a)Q. Réciproquement si (X — o) divise
P, le reste P(a) = 0.

Définition 5.10. On dit qu'un polyndéme P de K[X] est scindé sur K s’il admet
des racines a,..., a; distinctes, d’ordres de multiplicité respectifs m, ..., m;

telles que Zle m; = degP.

Théoréme 5.13 (D’Alembert). Soit P un polynéme de C[X] tel que degP > 1.
Alors P admet au moins une racine complexe.

Démonstration. U.E. variables complexes. O

Théoreme 5.14. Tout polynéme de C[X] est scindé. On dit aussi que C est algé-
briquement clos.

Démonstration. Par récurrence sur n =degP : Sin =1 clest trivial. Sin > 1 et
le résultat vrai pour tout polynéme de degré n, soit P un polynéme de degré
(n+ 1). D’apres le théoréme 5.13, P admet au moins un zéro complexe, a,
et P(X) = (X — a)Q(X) avec Q(X) € C[X] et degQ = n. Par hypothese de
récurrence, Q(X) est scindé, et par conséquent P(X) aussi. O

Corollaire 5.1. Tout polynéme de C[X] de degré n posséde exactement n racines.

5.5 Dérivation

Ici K sera de caractéristique nulle.

Définition 5.11. Soit P = a;, + ;X + -+ 4+ a,X" un polyndéme de K[X]. On
appelle polynéme dérivé de P et on note P’ (ou D(P)) le polynéme a, + 2a,X+
oo+ na, X"
On appelle polynéme dérivé d’ordre k (ou dérivée k°) de P le polynéme
PX) =(DoDo---o0 Dl(P). Par convention on pose P(®) = P,
k fois

Remarques. 1. Une récurrence élémentaire montre que :

n—k
pi) — Z(i +1)(i+k—=1)...(i+ Da, X

i=0
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2. SidegP=n, P™ =nla,.
Théoréme 5.15.

1. D est un endomorphisme de K[X] en tant qu’espace vectoriel.
2. VP,QeK[X], VA €K VneN*

(P+Q) =P +Q
(AP) = AP/
(PQ)Y =P'Q+PQ
(P") = nP" P/
3. Si k < degP, degP® =degP — k. Si k > degP, PX) =0,
Démonstration.

1. Trivial.

2. Les deux premieres propriétés sont celles de 'homomorphisme, et la
quatrieme est une conséquence de la troisiéme.

Par linéarité il suffit de montrer cette formule lorsque P = X" puisque :

/ /
n n n
Pour montrer que (X"Q)" = (X")'Q + X"Q, il suffit de nouveau par linéa-
rité de I'établir pour Q = XP. Or :
(X*XPY = (X"*?)" = (n + p)x"*!
(X")YXP 4+ X"(XP) = nX""1XP + X"pXP~!
— an+p—1 +an+p—1
= (n+p)X**7
= (X"X"Y
3. Si degP < 0 alors P’ = 0. Si degP > 0 alors degP’ = degP — 1. Le reste
suit par récurrence.

O
Théoréme 5.16 (Formule de Taylor). Soit P € K[X], a € K. Alors on a
2, PO(a)
_ Nk
pP= kE_O — X—a)

ou encore : -
2, PO (a)

P(X-f—a):Z o

k=0

Xk
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Démonstration. Les polynémes 1,(X—a)(X—a)?,...,(X—a)k,..., étant de de-
grés échelonnés, forment une base de K[X]. P se décompose donc par rapport
a cette base de facon unique.

P=) M(X-a)
k=0

d’ou :
o0

= X - a)!

k=0
Par récurrence, on obtient :

PO = "k(k—1)...(k— j+ DA(X— a)~

k=j
En prenant la valeur en a pour PY); seul le terme correspondant & k = j sub-
siste : il vaut j!A; d’ou

j!

y—

J

O

Théoréme 5.17. Si P € K[X] et a une racine de P dans K, alors a est d’ordre de
multiplicité k si et seulement si pour tout i < k, P(l)(a) =0et P(k)(a) # 0.

Démonstration. D’apres Taylor :

P _  p( |
P= Z () —a)l+(X—a)ka: l_!(a)(X—a)l_k
:R+(X—a)k

Donc par unicité dans la division euclidienne, Q est le quotient et R le reste
dans la division euclidienne de P par (X — a)*. Donc

p(k)
Qa) = (a)

P est divisible par (X — a) si et seulement si R = 0 et nest pas divisible par

(X — a)**! si et seulement si Q(a) # 0. Or R = 0 s’écrit Vi < k, @ =0. Dol
le résultat. [
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5.6 Factorisation d’un polynéme

Théoreme 5.18. Tout polynéme P de C[X] de degré n > 0 peut se mettre de
fagon unique sous la forme

P(x)=ay (X—x)" ... (X—xp)a"

avec ay € C, xy,...,x, €C, ay,...,a, € N’ les (xi)ieN; étant tous distincts et

p —
i O =1

Démonstration. L'existence d'une telle décomposition vient du théoréme 5.14.
Reste a prouver son unicité. Procédons par récurrence sur n, le degré de P.
Si n = 1, c’est trivial. Supposons le résultat établi pour tous les polynomes
jusqu’au degré (n — 1). Soit P un polynéme de degré n. Supposons que

P=aq, (X—xl)al...(X—xp)ap =a, (X—xi)all... (X—x;)miZ

Le a, est le méme dans les deux écritures car c’est le coefficient du terme en X"
et d’apres I'unicité de 1’écriture d'un polynéme dans la base 1,X,...,X?, c’est
le méme de chaque c6té de I'égalité. Alors P(x,) = 0. Donc la seconde écriture
s’annule. Donc x; est 'un des x;. On peut donc simplifier les deux membres
par (X — x;). On obtient alors une égalité entre deux polynémes de degrés
(n—1) auxquels on applique 'hypothese de récurrence. Il en découle 'unicité
de 'écriture pour P sous cette forme. O

Théoréme 5.19. Soit P € R[X]. Vz € C, P(z) = P(2).
Démonstration. SoitP=ay,+a;X+---+a,X"ouVieN,, a; €R.

P(z) =ay+a;z+---+a,z"
P2)=ay+az+ - +a,2"=q+ a2+ +a,z"
=qQ+qz+ -+ a2 =ag+a;F+ - +a,z"

=P(z)

O

Théoréme 5.20. Soit P € R[X]. Si g est une racine de P d’ordre o dans C, Z est
une racine d’ordre o de P dans C.

Démonstration. Si z est une racine d’ordre a de P dans C, d’apres le théoreme
5.17,

B(z) = 0,P/(z) =0, ...,PleD(z) = 0,P@(z) # 0
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Dongc, d’apres le théoreme 5.19,

B(2) = 0,P/(2) =0, ...,PeD(5) = 0,P@(2) £ 0
0

Théoréme 5.21. Tout polynéme P € R[X] de degré n > 0 s’écrit d'une maniére
unique sous la forme :

P=ay,(X—x,)" ... (X=x)*" (X2+p1X+q1)Bl (X2+ka+qk)ﬁk

avec Vj €N, p]?—4qj <0, 0,4+ -+0,+20B;+---+ 20, =n, les x; étant des
réels tous distincts, les trinémes X>+ p X+ q; étant tous distincts et a coefficients
réels.

Démonstration. Décomposons P(X) dans C[X] : il y a des racines réelles que
nous noterons X, ..., X et si z est une racine complexe alors Z est aussi une
racine de P.

P(X) = ap(X — x)™ ... (X = x,) " (X = 2 )" (X = 7)) ... (X = 2 )P (X — )™

VieN;, X-z)X-£)=X—(z+2)X+z5

OI‘ Zi +Z_l - Zm(zl) S R, et ZiZTi - Zi|2 S R. On pose pi - —(Zi +Z_l) et qi - IZi 2

et pl.2 —4q; < 0. L'unicité découle de I'unicité de la décomposition de P(X) dans
C[X]. O

5.7 Relations entre coefficients et racines

Théoréme 5.22. Soit P = 2;1:0 aX = a,[]_,(X - x;) un polynéme scindé
sur un corps commutatif K. xy,...,Xx, représentent toutes les racines, chacune

apparaissant un nombre de fois égal a son ordre de multiplicité. Si on pose :
O-k - E Xilxiz...xik
i <lp<--<liy

= (-1

n

o : . — an—1 — n—2 — n — n 9o
En particulier : 0 = ===, 0y = 2, ..., 0, = [T ,xi=(-1) ~
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Démonstration.
Cl0+a1X+ "‘+(1an == an(X_Xl)(X_Xz)...(X_Xn)
On développe le second membre et on identifie

ay+a, X+ a,X*+---+a,X"

1 n
— n k E n—k
_an (X + a - [(_1) Xilxiz...xik} X )

n k= i <ip<---<ip

Définition 5.12. On appelle fonction polyndmiale de n variables xg,..., X,
toute application f de K" dans K telle que f(x,...,X,) s'exprime a partir de
x4, ..., X, par sommes, produits, et produits par des éléments de K.

Une fonction rationnelle est un quotient de fonctions polynémiales. Une
telle fonction n’est pas forcément définie sur tout K".

Une fonction rationnelle est dite symétrique si :

VoeSs, f(xy...,x,)=f(Xo)s-->Xom)

Théoréme 5.23. 1. Toute fonction rationnelle symétrique est le quotient de
deux fonctions polynémiales symétriques.
2. Toute fonction rationnelle symétrique de n variables x4, ...,x, s’exprime
rationnellement en fonction des expressions 04, ..., 0.

Démonstration. Hors programme. O



Chapitre 6

Fractions rationnelles

Voir polycopié distribué en cours.

6.3 Corps des fractions rationnelles

Théoréme 6.3.

1.

2.

3.

Soient K un corps commutatif, E = K[X] x K[X]* ot K[X]* = K[X] \ {0}.
La relation binaire définie sur E par
(P(X), Q(X)R(P;(X), Q1(X)) <= P(X)Q;(X) =P, (X)Q(X)
est une relation d’équivalence sur E. On notera (P(X), Q(X)) la classe de
Uélément (P(X), Q(X)) de E. E/R sera noté K(X).
Muni des deux lois suivantes :
(P(X), Q(X)) + (P1(X), Q:(X)) = (P(X)Q;(X) + P1(X)Q(X), Q(X)Q, (X))
(P(X), Q(X)) - (P1(X), Q:(X)) = (P(X)P;(X), Q(X)Q;(X))
K(X) est un corps commutatif dont les éléments neutres sont (0,Q(X)) et
(1,1). Le symétrique de (P(X), Q(X)) pour + est (—P(X), Q(X)), et pour -
est (Q(X), P(X)) (P(X) # 0).
Lapplication w : K[X] — K(X) définie par P(X) — (P(X), 1) est un homo-
morphisme d’anneaux injectif et on a
(P(X), Q(X)) = (P(X), 1) (1,Q(X))

= (P(X),1) (Q(X), 1)

= w (P(X)(Q(X))) ™"

_ o(P(X)

(Q(X))

57
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On identifie alors w(P(X)) et P(X) en disant qu’on « plonge » K[X] dans
K(X) et toute fraction rationnelle F(X) s’écrit alors

F(X) = (P(X),Q(X)) = P9

Q(X)
Démonstration. Trivial. m
Théoréme 6.4. Soit F € K(X), F # 0. Il existe un couple unique de polynémes

(P, Q,) tel que F = P;(X)/Q,(X) avec pgcd(P,,Q;) =1 et Q, unitaire.
Un tel couple est appelé représentant irréductible de F.

Démonstration. Soient F = P/Q, D = pgcd(P, Q) et A le coefficient du terme
de plus haut degré de Q. On a alors P = ADP;, Q = ADQ,, et PQ; = QP,, d’ou
P P,

Q
avec pged(P;,Q;) =1 et Q; unitaire. Il reste a prouver 'unicité.

Supposons F = P, /Q; = P,/Q, alors P,Q, = P,Q,. Comme Q, est premier
avec P,, il divise Q,. Comme Q, est premier avec P, il divise Q,. Donc Q, et Q,
sont unitaires et associés, c’est a dire qu’ils ne différent que par multiplication
d’une constante. Donc, étant associés et unitaires, ils sont égaux. D’ou Q; = Q,
etP; =P,. [

Définition 6.2. Si F € K(X), F=P/Q, le degré de F est
degF =degP —degQ
En particulier deg0 = —oo0.
Théoréme 6.5. Soient F(X), G(X) € K(X). Alors
1. deg(FG) =degF +degG
2. deg(F + G) < max(degF,degG)
Démonstration.
1. Supposons F =P/Q et G=R/S alors

degF =degP — degQ
et
degG =degR —degS
FG = PR/QS donc
degFG = deg(PR) — deg(QS)
=degP + degR —degQ —degS$S
= (degP — degQ) + (degR — degS)
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2. Considérons un représentant de F et un représentant de G ayant méme
dénominateur. F = P/Q et G = R/Q. Alors F+ G = (P + R)/Q donc
deg(F + G) = deg(P+R) —degQ. Or deg(P + R) < max(degP,degR),

deg(F + Q) < max(degP,degR) — degQ
< max(degP — degQ, degR — degQ)
< max(degF,degG)

[l

Remarque. Si degF = 0, cela ne signifie pas que F est une constante, c’est a
dire un polynome constant. Par exemple,

_X+1
TX2-1
Définition 6.3. Soit F = P/Q € K(X), K étant de caractéristique nulle. On
appelle fraction dérivée et on note
P'Q —PQ’
Q2
Théoreme 6.6. Pour tous F,G dans K(X) et A €Kona:
1. (FG) =FG+FG
2. (F+AG)Y =F +AG
3. (1/F) = —F'/F pour F # 0.

Démonstration. Supposons F =P/Q et G=R/S. Alors :

1.
FG) = PRY'
( )—(@)

_ (PRYQS - (QSYPR

F =D(F) =

(QS)?
_ (PR+PR)QS - (Q'S+QS)PR
B (QS)?
_ P'RQS+PR'QS — Q'SPR — QS'PR
B (QS)?

_(PQ-QPRS (R'S—RS)PQ

+
(Qs)? (Qs)?
_PQ-QP R+R’S—RS’ P
@ s s Q
=FG+FG
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Q

_ (PS+ARQY’

a ( Qs )

_ ((Ps) + (ARQ))(QS) — (PS + ARQ)(QS)
(QS)>?

_ (P'S+PS'+A(R'Q+RQ))QS — (PS + ARQ)(Q'S +QS")

B (QS?)

_P’SQS +PS’QS + AR'QQS + ARQ'QS

B (QS)?

_ PSQ’S + ARQQ’S + PSQS’ + ARQQS’
(QS)>
, R'S0Q —RS'QQ

P _R
(F+AG) = (— +x§)

_ P'QSS—PQ’SS

QZSZ

P'Q — PQ’
=Q Q+7x

Q2 SZ
R'S — RS’

QZ
=F +AG

SZ

P p2
P/Q _ PQ/ QZ
- Q? X p2
1
/
—F =
F/
= _E

]

Définition 6.4. Soit F = P/Q € K(X) avec pgcd(P,Q) = 1. On appelle zéro de
F toute racine de P, et pdle de F toute racine de Q. L'ordre de multiplicité de
cet élément (zéro ou pdle) est égal a 'ordre de la racine du polynéme qu'’il

annule.

Définition 6.5. Soit F = P/Q € K(X) sous forme irréductible. La fonction ra-
tionnelle F associée a F est 'application de K diminuée des pdles de F dans K
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définie par
i) = 2
Q(x)

Remarques.

1. 1l faut prendre un représentant irréductible de F, car si x est un pole de
F il n’est pas dans lensemble de départ de F. Si F n’est pas sous forme
irréductible, il se peut qu’il y ait un « y » dans 'ensemble de départ qui
annule le numérateur et les dénominateurs de F. La valeur en « y » ne
serait pas définie, alors qu’elle I'est avec la fraction réduite.

2. Si L est une K-algebre, on peut grace a ﬁL/ QL définir des fonctions ra-
tionnelles sur L. On peut ainsi substituer des fractions rationnelles dans
d’autres, ou en composer. On peut ainsi calculer F(—X) ou F(X?).

Théoréme 6.7. Soient F, G deux éléments de K(X) et A € K. Si x n’est ni péle de
F, ni péle de G, on a

(F+AG)(x) = F(x) + AG(x)
(FG)(x) = F(x)G(x)
Démonstration. Trivial. O]

Définition 6.6. On dit qu’une fraction rationnelle F € K(X) est paire si F(—X) =]}
F(X). On dit qu’elle est impaire si F(—X) = —F(X).

6.4 Décomposition en éléments simples

6.4.1 Théorémes généraux

Théoréme 6.8. Pour toute fraction F € K(X), il existe un polynéme E et une
fraction G unique tels que
F=E+G

avec degG < 0.

Démonstration. Posons F = P/Q et effectuons la division euclidienne de P par
Q. On obtient P = EQ + R avec degR < degQ. On en déduit

P E+ R
Q Q
avec degR/Q < 0. On pose R/Q = G et cest terminé.
Montrons I'unicité : si E4+G = E; + G, alors E—E; = G; — G donc deg(E —
E;) < max(degG;,degG) < 0. Or le seul polynome de degré négatif est le
polynéme nul. DoncE—E; =0,E=E,; et G—G; =0, dou G =G;. O]
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Théoréme 6.9. Soit B € K[X] et B =P, ... P, une décomposition de B en produit
de polynomes deux a deux étrangers (leurs seuls diviseurs communs sont des
polyndémes constants).

Pour toute fraction A/B de degré strictement négatif, il existe des polynémes
Ai,...,A, uniques tels que

et Vi e NZ, degA; < degP,.

Démonstration. Siq = 1, c’est déja fait. Si ¢ = 2, soient k = degP;, m = degP,
et E =K, ,,_1[X]. degA/B <0, A € E. Comme P,, P, sont étrangers,

S={P,,XP,,..., X" P, P,,XP,,...,X*"1P,}
est un systeme libre d’éléments de E : s’il était lié, on aurait

AP+ + Xm,lxm—lpl + AP+ 7\m+1XP2 4.4 7‘m+kf1Xk_1P2 -0
(7\’0 + )\41X+ e + xm_lxm_l)Pl = (_7\.m - 7\,m+1X P p— )\‘m-i-k—lxk_llpz

~~
U \%

avec degU < degP, et degV < degP,, ce qui contredit le fait que P, et P, sont
étrangers.

Or S contient (m + k) polynomes, donc S est une base de E. A s’écrit donc
d’une maniére unique sous la forme d’'une combinaison linéaire d’éléments de
la base S :

m—1 k-1
A=Y aXP, + Y BXP,=AP, +AP,
i=0 =0

avec degA, < m et degA; < k. D'ou

A A AP +AP, A A,

B PP, PP, P, D,

Supposons le théoréme vrai jusquau rang (q — 1). Soit B = P, ...P, alors
B=(P;...P,_;)P, et on est ramené au cas q = 2. O

Théoreme 6.10. Soit une fraction rationnelle F = A/P* avec degF < 0. Il existe

des polynémes Q., ..., Q, uniques tels que
po %, S
p p2 pe

o, ViN;, degQ; < degP.
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Démonstration. Pour a = 1 cest déja le cas. Supposons le résultat établi a
lordre a, et soit G = B/P**! oti degB < (a + 1) degP. Effectuons la division
euclidienne de B par P :

B=AP+Q,,

comme degB < (o + 1)degP, degA < adegP et 'hypothese de récurrence
s’applique a A/P°. Or

B AP + Qa+1 _ é Qa+1

Pot+1 - P(1+1 - pe P(1+1

On a bien degQ,,; < degP. Ceci nous fournit donc un algorithme pour trouver
successivement les Q;. O

Théoréme 6.11 (Décomposition en éléments simples). Soit F = N/D € K(X),
ou D =P ...qu la factorisation de D sous forme de puissances de polynémes
irréductibles. Il existe un unique polynéme E et une formule unique de polynémes
Ay, oui€ NZ etje Nzi tels que

F:E+Zq:i

i=1 j=1

ﬁ
P/
avec Vi € N:;, Vje N’;i, degA,;; < degP.

Cette décomposition s’appelle « décomposition en éléments simples de F sur
K ».

Démonstration. Les polyndmes P{" ... Pg ! étant deux a deux étrangers, les théo—l
remes 6.8 et 6.9 s’appliquent :

q A.
avec degA; < degP;". On applique alors q fois le théoréme 6.10 et on obtient
la forme annoncée. m

6.4.2 Décomposition dans C(X)

Théoréeme 6.12. Soit F = N/D € C(X), D = r[?zl(X — a;)Pi (sur C, les seuls
polynémes irréductibles sont ceux du premier degré), les a; étant deux a deux
distincts. Il existe un unique polynéme E et une unique famille de complexes A;;
pour 1<i<q,1<q<p; tels que

A

4 P B

i=1 j=1
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Démonstration. C’est la simple formulation du théoreme 6.11 dans C(X). [

Remarques.

1. Ce théoréme signifie entre autres que 'on obtient une base du C-espace
vectoriel C(X) en prenant les monémes XX pour k € K et les fractions
1/(X—a)* pour a € C et k € N*.

2. E s’appelle la partie entiere de F et s’obtient par division euclidienne de
N par D. Pour calculer les A;;, il y a la méthode générale ou les quelques
astuces suivantes.

j>

Calcul des coefficients par division. Considérons une fraction F ayant 0
pour pole, d’ordre de multiplicité k.
N (A1 A, Ak) N,

F:_:
Q

partie polaire relative au pole 0

avec Q(0) # 0 et N(0) # 0. On obtient
N= (A + A X+ +AXDQ + XN,

On voit apparaitre le résultat de la division suivant les puissances croissantes
de N par Q, a 'ordre (k — 1).

Considérons une fraction F ayant a pour pole, d’ordre de multiplicité k. On
commence par effectuer une translation en posant Y = X — a et en calculant
F, = F(a +Y), ce qui nous ramene au cas précédent. On effectue les calculs
en Y, puis on reconvertit en X a la fin. On peut ainsi calculer séparément les
différentes parties polaires, ou poursuivre les calculs sur la fraction N, /Q.

En résumé : si F € C(X) admettant un pole a d’ordre k, on considére
F, = F(a +Y) = N/Y*Q. F, admet O pour pole d’'ordre k, la partie polaire
de F au poéle a correspond a la partie polaire de F, au péle 0. Les coefficients
cherchés sont ceux du quotient de la division suivant les puissances croissantes
de N par Q a I'ordre (k — 1).

Calcul des coefficients par dérivation. En général, on appelle résidu de F
au pole a, le coefficient placé au dessus de (X — a) dans la décomposition.
— Dans le cas d’'un péle simple :
o N AN
C X-a)Q X—a Q
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avec Q(a) # 0. A est le résidu de F au pole a. N =AQ + (X — a)N; d’'ou
A =N(a)/Q(a)
Mais D[(X—a)Q] = (X—a)Q'+0Q. Sion pose P = (X—a)Q, P'(a) = Q(a)

et
N(a)
TP
— Dans le cas d'un péle a d’ordre de multiplicité k :
N N A, A, A, N,

TP X0 X—u X-ap TTx-«r ' Q
avec Q(a) # 0.
N=AQ+A, (X—a)Q+ - +A,(X— )10+ X—-a)N;

D’ou l'on déduit
~ N(a)

A=

La formule de Taylor au point a pour P = (X — a)*Q nous dit que

PE(a) = k!Q(a) et
_ k!'N(a)

k= P ()

Calcul par la méthode des coefficients indéterminés. Le principe consiste
a remplacer X par différentes valeurs dans F, puis a calculer les coefficients
cherchés en résolvant le systeme d’équations linéaires obtenu. Il faut veiller a
limiter le nombre et la complexité des équations. On a donc intérét a limiter
son usage a la fin des calculs.

Somme des résidus. Si degF < —1, la somme des résidus est nulle; si

degF = —1, la somme des résidus est la partie entiere de XF, c’est a dire le
quotient des coefficients dominants du numérateur et du dénominateur de F.
Ay

F:ZX_ai+H

avec degH < —1,

XF:ZXAEZ +XH=) A, +G

avec degG <0, ), A;, est donc la partie entiere de XF.
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Parité et imparité. SiF est paire, F = N(X?)/D(X?). Donc si F admet le pole
a a l'ordre k, elle admet aussi le péle —a a 'ordre k.

k
21: (X a)l Z (X+a)l

ol G n’a ni a, ni —a pour pole. De plus, F(—X) = F(X), donc par unicité de la
décomposition, les décompositions de F(—X) et de F(X) coincident.

F(—X)—Z( D% Z(_ )“”+G( -X)

Do, Vi € Ny, u; = (—1)'A;. Si F admet le pdle 0, son ordre de multiplicité est
nécessairement pair, et le raisonnement ci-dessus prouve que seuls les coeffi-
cients correspondants aux puissances paires ne sont pas nuls.

(=1,
F=EX
00+ T+ 2 Dy + Dy
Méme genre de formule pour les fractions impaires.

6.4.3 Décomposition sur R(X)

Dans R[X] les seuls polyndmes irréductibles sont ceux du premier degré
et ceux du second degré dont les discriminants sont strictement négatifs. Le
théoreme 6.11 s’écrit alors :

Théoréme 6.13. Soit F=N/D € R(X), D= [ [,[(X—a,)P [ [,(A* +2b,X +¢;)%
avec pour tout j, b]? < ¢;. Il existe un polynéme unique réel E, et une famille de
réels uniques Ay, By, Cj tels que

Dbi Ai kX+C
PIEY 2oy ZZ(XZ;%XH)"

g

—~
éléments simples de premiére espéce éléments simples de deuxiéme espéce

Remarque. Pour obtenir les éléments simples de premiere espece, on procede
comme dans C. Ceux de seconde espéce peuvent étre obtenus grace aux théo-
remes 6.9, 6.10 et 6.11, avec les mémes méthodes que celles vues précédem-
ment, mais avec quelques adaptations.
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Somme des résidus. Dans un élément simple de la forme

BX+C
X242bX+c

le coefficient de B doit étre considéré comme résidu, car c’est la partie entiere
)

de la fraction
BX+C

X—
X2+ 2bX+c¢

Valeur au pole Si
N N

D (X +2bX+c)iQ

soit r une racine complexe de X? + 2bX + c. Alors

F =

. B X+C, c
= +
(X2 4+ 2bX + )4

ol G est le reste de la décomposition de F.

N
g BTG +(X* 4 2bX +¢)'G

et r est un zéro de (X2 + 2bX + ¢)4)G. Dot

Comme B, et C, sont des réels, ils sont calculables.

Parité. SiF est paire, sa décomposition doit refléter cette propriété : ainsi si
on a un élément simple de la forme
BX+C
(X2 4 2bX + ¢ )1

on aura aussi
—BX+C

(X2 4 2bX + ¢ )1
En particulier, pour b =0 et ¢ > 0, '’élément simple

BX+C
(X% +c)e

vérifie nécessairement B = 0.



CHAPITRE 6. FRACTIONS RATIONNELLES 68

Remarque. Soit F € R(X) et a un pdle non réel de F considéré comme élément
de C(X). a est aussi pOle de F avec le méme ordre de multiplicité, et 'unicité
de la décomposition dans C montre qu’a I'’élément simple

A
(X—a)

correspond

A
X—-a)
Il est alors tentant de décomposer dans C(X), puis de regrouper les termes
conjugués, _ _ _
A A  (A+AX—-0A—TA
X—o X—ad X®-—(atOX+oa

Mais ce n’est simple que pour les résidus et compliqué pour les autres.

A A B AX— ) +AX - o)k
(X —a)k + X—a) (X2—(o+a)X+ o)k

qui n’est pas un élément de deuxieme espece. Sa décomposition s’obtient avec
le théoréme 6.10.
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