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Chapitre I

Intégrales et primitives

K désigne R ou C

1 Limite simple et uniforme d’une suite de fonc-
tion
1.0.1 Définitions. Soit J un intervalle de R. Soit (f,), . une suite d’applica-

tions de J dans K, et soit f : J — K.

1. On dit que la suite (f,),oy converge simplement vers f dans J si, pour
tout x € J, la suite (f,(x)),cy converge dans K vers f (x).
Si la suite (f,),cy converge simplement vers f, on dit que f est limite
simple de la suite (f,), cx-

2. On dit que la suite (f,), ., converge uniformément vers f dans J si :
sup |f (x) = f,(x)] —— 0
xelJ X—+00
Il est équivalent de dire que :
Ve>0,In €N, (neNetn>n,) = (VXEJ: ‘f(x)—fn(x)} < 8)

Si la suite (f,), ., converge uniformément vers f, on dit que f est limite

uniforme de la suite (f,), cx

Remarque. La suite (f,), ., admet au plus une limite simple.

En effet, supposons que (f,), ., converge simplement vers f et vers g : J —
K; soit x € J, alors lim f,(x) = f(x) et lim f,(x) = g(x); I'unicité dans K de
la limite d’une suite implique f (x) = g(x).
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1.0.2 Proposition. Avec les notations de 1.0.1, si la suite (f,), .y converge
uniformément vers f, alors (f, ), converge simplement vers f. En particulier,
st la suite (f,), <y admet une limite uniforme, elle est unique.

Démonstration. Immédiate. O]

Remarque. Pour tout n € N, soit g, : [0,1[— R l'application définie par
g.(x) = x", et soit g : [0,1[— R définie par g(x) = 0 '. La suite (g,),cx
converge simplement vers g, car si 0 < x < 1 alors limx" = 0. Par contre, la
suite (g,),cy e converge pas uniformément. En effet, si (g,),cy admettait
une limite uniforme, ce serait nécessairement g. Or, on a :

sup. |g(x) = g,(x)| = sup x"=1

x€[0,1 x€[0,1[
et la suite réelle constante 1 ne tend évidemment pas vers 0.

1.0.3 Propositions. Soit J un intervalle de R. Soit (f,), ., une suite d’applica-
tions de J dans K convergeant uniformément vers une application f : J — K. Soit
(&) ,cn une suite d’applications de J dans K convergeant uniformément vers une
application g : J— K. Alors :

1. (fn+ gn),cy cOnverge uniformément vers f + g dans J.

2. Pour tout A €K, (Af,),y converge uniformément vers Af .

3. ( fn )HGN converge uniformément vers |f|
Démonstrations.
f +gestdéfiniepar (f +g)x)=f(x)+g(x) (xeJ)
Af est définie par A )xX)=Af(x) (xeJ)
|f| est définie par |f|(x): |f(x)| (x €J)

1. Soit € > 0. Soient ny, n; € N tels que :

fu0) = f0| < 5)

800 —g(0)| <3)

(neN,n=>ny) = (Ver:

(neN,n>n1)=>(\7’x€J:

Soit n, = max{ny,n;}. Alors :

(neN,nzn,) = (VxeJ:|(f, +8)(x) = (f +&)x)| <e)

!Couramment appelée application nulle.
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En effet, soit n = n, et soit x €J. On a :

|(f 4 8)00) = (F + 8)(x)| = [ £u(x) = F(x) + 8, (x) — g(x))|
< [£ul0) = £ (0] + |80 (x) — g(x))|
€

S-to-=¢

€
2 2

Points 2 et 3 laissés en exercice.

1.1 Applications en escalier

1.1.1 Définitions. Soit [a, b] un segment de R avec a < b.

1. On appelle subdivision de [a, b] toute suite finie croissante (x,...,Xx,)
de réels dans [a, b] telle que x, = a et x, = b.

2. Soit f : [a,b] — K. On dit que f est une fonction en escalier s'il existe
une subdivision (x,, x4,...,X,) de [a, b] telle que f prenne une valeur
constante ¢; sur ]x;,x;.;[ pour i = 0,...,n — 1. Les valeurs en x; ne
correspondent a aucune condition. Notons qu'une telle subdivision n’est
pas déterminée de maniere unique par f.

3. Soit f : [a, b] — K une fonction en escalier. Une subdivision (x,,...,x,)
de [a, b] sera dite adaptée a f si f est constante sur ]x;,x;,,[ pour i de
Oan—1.

Remarques. Soit [a, b] un segment de R.

1. Soient f et g deux applications en escalier de [a, b] dans K, (x,...,X,)
une subdivision de [a, b] adaptée a f et soit (yo,...,y,) une subdivi-
sion de [a,b] adaptée a g. Alors, en « entremélant » les ensembles
{x;/0<i<n} et {y;/0<i<p}, on obtient une subdivision de [a, b]
qui est adaptée a la fois a f et a g. On en déduit que f + g et f g sont
des fonctions en escalier sur [a, b].

2. Soit f : [a, b] — K une application. Alors :

(a) Soit A € K. Si f est une fonction en escalier, il est immédiat que
Af et | f | sont des fonctions en escalier.

(b) Si K=C, f est une fonction en escalier si et seulement si c’est le
cas pour sa partie réelle et sa partie imaginaire.

1.1.2 Proposition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
application continue. Alors il existe au moins une suite d’'applications en escalier
de [a, b] dans K qui converge uniformément vers f dans [a, b].
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Démonstration. Comme f est uniformément continue sur [a,b],on a:
Ve>0,3n>0, (x,y €[a,blet [x—y|<n) = |f(x) - F(¥)| <

Soit £ > 0 et soit (x,, ..., X,) une subdivision de [a, b] telle que :

xi—xiHISn Vie{0,...,n—1}

1 étant choisi comme indiqué ci-dessus. Soit ¢ I'application de [a, b] dans K
définie par ¢(x) = f(x;) pour tout x € [x;,x;,,[ (i =0,...,n—1) et par
@(b) = f(b). Il est immédiat que ¢ est une fonction en escalier sur [a,b] a
valeurs dans K, et que :

F)—p@)|<e Vxe[a,b]

Appliquons ce qui précede en prenant successivement :
1
e=le=—,...,e=—,...
n

On obtient alors une suite (¢,), .y d’applications en escalier de [a, b] dans
K qui converge uniformément vers f. Notons que :

1
|F ()= pnlx)| <= Vx€[a,b]

1.2 Applications continues par morceaux

1.2.1 Définition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
application. On dit que f est continue par morceaux s’il existe une subdivision
(xg, X1,---,X,) de [a, b] telle que f est continue en tout point de ]x;, x;, ;[ et
si f admet en x; une limite a gauche et une limite a droite (seulement a droite
pour a et seulement a gauche pour b). On dira alors que (x,,...,X,) est une
subdivision de [a, b] adaptée a la fonction continue par morceaux f .

1.3 Remarques importantes

Remarques.

1. Soit [a, b] un segment de R et soit f : [a, b] — K une application. Si f
est une application continue ou si f est en escalier, f est continue par
morceaux.
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2. Soit [a, b] un segment de R et soient f et g deux applications de [a, b]
dans K continues par morceaux. Il est immédiat que si (x,...,Xx,) est
une subdivision de [a, b] adaptée a f, et (¥o,...,y,) une subdivision de
[a, b] adaptée a g, la subdivision de [a, b] obtenue en « entremélant »
les ensembles {x;/0 <i<n}et{y;/0<i<p} estadaptée ala fois a f
et a g. On en déduit que f + g et f g sont des applications continues par
morceaux de [a, b] dans K.

3. Soit [a, b] un segment de R et soit f : [a, b] — K une application. Alors :

(a) Soit A € K. Si f est continue par morceaux dans [a, b], Af et |f]|
le sont aussi.

(b) SiK=C, f estune fonction continue par morceaux si et seulement
si C’est le cas pour sa partie réelle et pour sa partie imaginaire.

1.3.1 Proposition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
application continue par morceaux. Alors il existe au moins une suite (f,),cx
d’applications en escalier de [a, b] dans K convergeant uniformément vers f dans

[a, b].

Démonstration. Admis ; exercice éventuel. O

2 Intégrale des fonctions en escalier

2.0.1 Définition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
fonction en escalier. Soit (xg, X1, ..., X,) une subdivision de [a, b] adaptée a f .
On appelle intégrale de f I'élément suivant de K :

colxy — xg) +cq(xg —x) + -+ + g (6, — X521)

ol ¢, est la valeur constante de f sur ]x;, X, [. Notons que ¢, = f (%)
pour k =0,1,...,n— 1. Ce nombre est noté :

b
J f(x)dx

et se lit « intégrale de f sur [a, b] » ou encore «intégrale de a a b de f (x)dx ».

Lintégrale de f ne dépend que de f, et non pas de la subdivision introduite
pour la définir. En effet, soit (y,,ys,...,¥,) une autre subdivision de [a, b]
adaptée a f ; notons (2,23, .. .,2,) la subdivision de [a, b] adaptée a f obtenue
en « entremélant » les ensembles {x;/0 <i < n} et {y,/0 <i<p}. estfacile
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de voir que I'on a :

1
Xk+xk
f ( H) (X1 — X)) =
0

n— qg-1

k=

2 +Zk
f (Tﬂ) (241 — %)
=0

3
1
S f (}’k + Vi1
=0

5 ) (Ve — i)

k

2.0.2 Propositions. Soit [a, b] un segment de R et soient f et g des applications
en escalier de [a, b] dans K. Alors :

1. Pour tout A €K, on a fab (Af) (x)dx = Kfabf(x)dx.
2. ona [ (f+ ) dx = [ Fo)dx + [ g(x)dx.
[P Feax] < [ |f )] dx.

4. SiK=Retsi f < g, alors f fx)dx < fab g(x)dx.
5. SiK=Cetsi f; (resp. f,) est la partie réelle (resp. imaginaire) de f, on a
. b b . rb
f =fi+ify alors fa f(x)dx = fa fi(x)dx +lfa fo(x)dx.

Démonstrations.

3. Ona

1. Immédiat.

2. Soit (xy, x1,...,X,) une subdivision de [a, b] qui est adaptée a la fois a
fetag.Ona:

b
f (f +@)x)dx = Z(f #0) (25 ) G
= Zf (%) (x4 — x;)
+Z (X + xl-‘rl) . (xi+1 _ xi)

b

f(x)dx + J g(x)dx

a a

3. Soit (xg, xq,...,X,) une subdivision de [a, b] adaptée a f ; rappelons
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que (xq, x4, ...,Xx,) est adaptée aussi a la fonction en escalier |f|. Alors :

’ o X; +X1+1
J F(odx| = Zf( JREEES

1=

n—

Z:f (x +xl+1)

n—1 ) )
S Z |f| (%) (X1 —x;)

i=0
b

{f| (x)dx

VA

(X1 — X;)

4. Soit (xy, Xq,...,X,) une subdivision de [a, b] adaptée a la fois a f et a
g.Alorsona:

f f(x)dx—Zf (2552) =)
-1

X; + Xx;
< S (52
b
<f g(x)dx

5. Conséquence de 1 et 2.

O

3 Intégrale des fonctions continues par morceaux

3.0.1 Lemme. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K continue
par morceaux. Soit (g,), <y une suite d’applications en escalier de [a, b] dans
K qui converge uniformément vers f dans [a,b] (voir 1.3.1). Alors, la suite

( f ’ gn(x)dx) . d’éléments de K converge dans K vers une limite {. De plus {
a ne

ne dépend que de f et non pas de la suite (g,), <y qui a été choisie.

Démonstration. 1. Soit € > 0. Soit n, € N tel que :

(neNetn=n,) = (Vxe[a,b],

g
&n(x) —f(X)| S m)
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D’apres 2.0.2,sip > nyetsiq=ng,ona:

|8,() — g,(0)| = |g, () = F ) + £ () — g, ()| (x € [a,b])
< g, () = FOO| + £ () — g, (x € [a,b])
€ € €

Soh—o T 2—a) b-a

b b
J gp(x)dx—J g,(x)dx

Et :

b
f (8,(x) — go(x)) dx

b
< J |g,(x) — g,(x)| dx

On en déduit que :

b b b
€ €
Jagp(x)dx—J; g4(x)dx SL b_adxzb_ab—a:s

b
On voit ainsi que ( f gn(x)dx) . est une suite de Cauchy dans K. Elle
a ne

converge donc dans K.

2. Soit (h,),y une autre suite d’applications en escalier de [a, b] dans K
qui converge uniformément vers f dans [a, b]. Il est immédiat que la
suite :

(80: hO: 815 hl’ 825 h23 <o 5 8ns hn: s )

est une suite d’applications en escalier de [a,b] dans K qui converge
uniformément vers f. Par application du 1, la suite :

b b b b
(J go(x)dx,f ho(x)dx,...,f gn(x)dx,f hn(x)dx,...)

d’éléments de K admet dans K une limite m. Comme toute sous-suite de
cette derniére suite converge vers m, c’est en particulier le cas des deux

sous-suites (fab gn(x)dx)neN et (fab hn(X)dx)neN
]

3.0.2 Définition. Soit [a, b] un segment de R et soit f : [a, b] — K continue
par morceaux. Soit (g,), <y une suite d’applications en escalier de [a, b] dans
K qui converge uniformément vers f dans [a,b], qui existe d’apres 1.3.1.
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Alors la limite dans K de la suite ( f ’ gn(x)dx) . est appelée l'intégrale de
a ne

f et est notée fab f(x)dx. Cette définition ne dépend que de f non pas de la
suite (g,), <y définie.

Remarque. Les définitions 2.0.1 et 3.0.2 sont bien stir compatibles entre elles.
En effet, si f : [a, b] — K est une fonction en escalier, la suite (f, f,...,f,...)
est une suite d’applications en escalier de [a, b] dans K qui converge unifor-
mément vers f .

3.0.3 Propositions. Soit [a, b] un segment de R et soient f et g des applications
de [a, b] dans K continues par morceaux. Alors :

1. Pourtout A€K, ona:

b b
J (Kf)(X)dx=7»J f(x)dx

b b b
J (f +8)(x)dx =f f(X)dX+J g(x)dx

b
J f(x)dx

b
En particulier, si K =R et si f = 0 sur [a, b] alors fa f(x)dx = 0.
4. SiK=Retsi f < gsur[a,b], alors:

b
sJ £ | G)dx

b b
J fx)dx SJ g(x)dx

5. Si K =C etsi f; (resp. f,) est la partie réelle (resp. imaginaire) de f, on

b b b
f flx)dx = U fl(x)dx) +i U fz(x)dx)

Démonstrations. Soit (f,),cy une suite d’applications en escalier de [a, b]
dans K qui converge uniformément vers f dans [a, b], et soit (g,),cy une
suite d’applications en escalier de [a, b] dans K qui converge uniformément
vers g dans [a, b].
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1. Compte tenu de 1.0.3 et 2.0.2, on a:

b b
J (Kf)(X)dx=n1iI+rlmJ (A f)(x)dx

b
= lim KJ fr(x)dx

n—-+o00

b
=A liIP J fr(x)dx

b
= XJ f(x)dx

En utilisant la suite de fonctions en escalier (Af,), .y qui converge uni-
b
formément vers Af dans [a, b] pour introduire fa (Af)(x)dx.
2. Compte tenude 1.0.3 et 2.0.2,0na:

b b
J (f +&)(x)dx = lim_ f (f, + g)(x)dx

b b
= lim ( J fu(x)dx + J gn(x)dx)

b b
= lirJP f fa(x)dx + lirJ{l J ga(x)dx

b b
:J f(x)dx+J g(x)dx

3. Compte tenu de 1.0.3 et 2.0.2, 0ona:

b
J f(x)dx

b
lirlan £.(x) dx

b
J falo) dx

b
< limJ
n

a

b
sJ £ | (x) dx

=1lim
n

fa] (x) dx



CHAPITRE I. INTEGRALES ET PRIMITIVES 13

3.0.4 Proposition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
application continue par morceaux. Alors :

1. Si |f(x)| < M pour tout x € [a,b], ona:

b
J f(x)dx

2. SiK=Retsim< f(x)<M,ona:

<M(b—a)

b
m(b—a)Sf f(x)dx <M(b—a)

Démonstration. Conséquence des 3 et 4 de 3.0.3. m

3.0.5 Proposition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — R une
application continue. Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

1 b
b—f f)dx = £(c)

Démonstration. On a f ([a,b]) = [a,p]. D’apres le 2 de 3.0.4 on a :

1 b
OLS—J f(x)dx <P
b—a .

Comme f ([a, b]) = [a,B], il existe c € [a, b] tel que :

1 b
flo=1— J flx)dx

O

Remarque. Soit [a, b] un segment de R. Si une application de [a, b] dans K
est nulle sauf en un nombre fini de points, c’est une fonction en escalier et
son intégrale est nulle. On en déduit que si f et g sont deux applications de
[a,b] dans K continues par morceaux qui ne different qu’en un nombre fini

de points, on a :
b b
f f(X)dx=f g(x)dx
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3.0.6 Proposition. Soit [a,b] un segment de R et soit f : [a,b] — K une
application continue par morceaux. Soit ¢ € [a, b]. Alors la restriction de f a
[a,c] (resp. de f a [c, b]) est continue par morceaux, et Uon a :

b c c
J f(x)dsz f[a,c](x)dx+J fipey(x)dx
a a b

En pratique on écrit :

b c c
J f(X)dx=f f(X)dx+J fx)dx
a a b

Démonstration. Exercice. O

3.0.7 Définition. Soit [a, b] un segment de R et soit f : [a, b] — K continue
par morceaux avec a < b. On pose :

a b
f f(X)dx=—J f(x)dx
b a

On vérifie facilement que pour tous a,f3,y € [a,b], on a :

p Y B
f f(X)dx=J f(x)derf f(x)dx
a a Y

4 Primitives

4.0.1 Définition. Soit J un intervalle de R et soit f : J — K une application.
On appelle primitive de f toute application F : J — K dérivable et telle que

F=f
4.0.2 Propositions. Soit J un intervalle de R et soit f : J— K. Supposons que

f posséde une primitive F. Alors :

1. Les primitives de f sont les applications de J dans K de la forme F + A ol
A est une constante prise dans K.

2. Soit x, € J et soit y, € K. Alors il existe une et une seule primitive de f
prenant la valeur y, en x,,.
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Démonstrations.

1. Ona (F+A) =F = f donc F + A est une primitive de f. Inversement,
si G est une primitive de f,ona (G—F) =G —F = f — f = 0 donc
G —F = A ou A est une constante dans K. On a donc G=F+A.

2. Conséquence de 1.
O

Remarque. SoitJ un intervalle de R et soit f : J— C. Soit f; (resp. f,) la partie
réelle (resp. imaginaire) de f. Alors f admet une primitive si et seulement si
f1 et f, admettent des primitives. Si f; (resp. f,) admet F, (resp. F,) comme
primitive, alors f admet F; 4 iF, comme primitive.

4.0.3 Théoreme. Soit J un intervalle de R et soit f : J — K continue. Soit a € J.
Alors Uapplication F : J — K définie par :

VxelJ F(x):J f(t)dt

est la primitive de f nulle en a.

Démonstration. Soit x, € J. D’apres 3.0.5 et 3.0.7, on a pour tout x € J\ {x,} :

F(x)—F(xo)=J f(t)dt—f Of(t)dt=J f(t)dt+f f(e)dt

a X

:J f(t)dt

= (X _XO)f(Cx)
ol ¢, est un nombre compris entre x et x,. On a donc :

B —FOo) _

X — XO
Quand x tend vers x, dans J \ {x,}, c, tend vers x, et comme f est continue
en x,, f(c,) tend vers f (x,). Ainsi, F est dérivable en x, et F'(x,) = f(x,). On
a bien siir F(a) = 0. O

Remarque. La notion d’intégrale a permis d’établir ’existence de primitives
pour les fonctions numériques continues définies sur un intervalle de R. Dans
la pratique, on a des méthodes directes pour calculer les primitives, et c’est a
partir de ces primitives que 'on calcule les intégrales au moyen de la proposi-
tion suivante.
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4.0.4 Proposition. Soit J un intervalle de R et soit f : J — K continue. Soit
F : J— K une primitive de f. Alors pour tous a,b €J, ona :

b
J f(t)dt =F(b) —F(a)

Démonstration. Soit G : J — K définie par :

G(x) :J f(t)dt

D’apres 4.0.3, G est la primitive de f nulle en a. L'application de J dans K qui
a x associe F(x) —F(a) est également la primitive de f nulle en a. On a donc :

G(x) =F(x) —F(a)

En donnant a x la valeur b on obtient que :

b
f f(t)dt =F(b) —F(a)

Remarques.
1. Notations de 4.0.4. F(b) — F(a) est parfois noté [F(x)]®.
2. Soit [a, b] un segment de R et soit f : [a, b] — K une application conti-

b . . o
nue par morceaux. Pour calculer fa f(t)dt, on choisit une subdivision
de [a,b], xg=a<x; <:--<x,=Db, adaptée a f. On a alors :

b X1 Xa Xn
ff(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt—i-"--I-J f(e)dt

Pour tout i € {0,1,...,n— 1} on considére g; : [x;,Xx;,,] — K définie
par :

gi(t)=f(t) si x;<t<xiy

gi(x)=f(x") et glxi1) =f(x; ;)

. . . X
L’application g; : [x;, x;;;] — K est continue. On calcule f .

i

“g(t)dt en

b
s’appuyant sur 4.0.4. On obtient f i (t)dt en utilisant le fait que :

Mf(t)dt =J gi(t)dt

Xi i

pouri=0,1,...,n—1.
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4.1 Notations et définitions

Soit J un intervalle de R et soit f : J— K continue. Pour tout a € J, 'applica-
. oo\ . X . . .
tion de J dans K qui a x associe f . f(t)dt est une primitive de f. Pour cette
raison, on désigne souvent par :

J f(t)de

une primitive quelconque de f (la classe des primitives de f). Une primitive
de f s’appelle aussi une intégrale indéfinie. Par opposition, si a, b € J, alors le

nombre fab f(t)dt est appelé une intégrale définie.

4.1.1 Propositions. Soit J un intervalle de R. Soient f et g des applications
continues de J dans K et soit A € K. Alors :

1. Ona:f(f+g)(x)dx=ff(x)dx+fg(x)dx
2. Ona:f(lf)(x)dxzkff(x)dx

Démonstration. C’est une conséquence de regles de dérivation. O

5 Intégration par parties

5.0.1 Propositions. Soit J un intervalle de R. Soient f et g deux applications
continiiment dérivables de J dans K ; c.-a-d. f et g dérivables et f' et g’ continues.
Alors :

1. OnasurJ:
Jf’(X)g(X)dx = f(x)g(x) - J fx)g'(x)dx €))

2. Pourtousa,beJ,ona:

b b
f f’(X)g(X)dx=f(b)g(b)—f(a)g(a)—f f)g')dx  (2)

Démonstration.
1. Ona(fg) =f'g+fg,donc:

f(X)g(X)=Jf’(X)g(X)dX+Jf(X)g’(X)dX
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2. Conséquence du 1 et de 4.0.4.

Remarques. f(b)g(b) — f(a)g(a) peut se noter [ f(x)g(x)] 2
Les formules (1) et (2) sont appelées formules d’intégration par parties.

Exemple. Calculer flnx dx sur RY.
Posons f'(x)=1et g(x)=Inx.Ona f(x)=x et g'(x) =Inx. Donc:

1
flnxdxlenx—]x—dx
b

=xlnx—x+A

ou A est une constante dans Ri.

6 Changement de variable

6.0.1 Proposition. Soit J un intervalle de R et soit f : J — K continue. Soit I
un intervalle de R et soit @ : I — J continiiment dérivable. Alors :

1. Ona:
(ff(X)dX> oy =f (f o) (D)9'(t)dt

Signalons que ’(t)dt se note souvent dg(t).

2. Pourtousa,b€lona:

¢(d) b
flx)dx = f (f o) (Dy'()dt
¢(a) a
Démonstration.
1. Ona:
([ rein)oe) = ([ e o) e
=(fou)y
On a donc :

Uf(x)dX) oy =J (f o) (D)9'(t)dt
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2. Conséquence du 1 et de 4.0.4.
O

Remarque. Les formules données en 6.0.1 sont appelées formules de change-
ment de variable.

Exemple. Calculer F(x) = f 1—x2dx.
Posons x = sint avec —g <t< g Onadx =costdt et:

F(sint)zf Y 1—sin2tcostdt=Jcosztdt

f 1+ cos 2t
= | —dt
2

_t 4 sin 2t
2 4
On a donc :
Arcsinx  x4/1—x?
F(x) = 2 + > +A

7 Fonction logarithmique

7.0.1 Définition. L’application de ]0,+oo[ dans R qui & x associe < est conti-
nue. Pour tout x €]0,+o00[, le logarithme (népérien) de x, noté lnx est défini

par :
1
1nx=J —dt
1 t

La fonction logarithmique In est donc la primitive de % sur ]0,4o0o[ nulle en
1.

7.0.2 Proposition. Pour tous x,y €]0,4+o0[, ona :
In(xy)=Inx+Iny
Démonstration. Soit y €]0,+00[ et soit ¢ :]0,+oo[— R définie par :
¢(x)=In(xy) pour tout x €]0,+o00[

Onay/(x)=-—xy=-=.0nadonc p(x) =1Inx+ A car ¢ et Inx sont des

primitives de 1 sur ]0, +oo[ En donnant a x la valeur 1 on voit que A =1Iny
et par consequent In(xy)=Inx+Iny. O
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7.0.3 Corollaire.

1. Pour tout x €]0,4oc[ ona:

1
In—=-Inx
X

2. Pour tous x,y €]0,+oc0[ ona :

x
In—=Inx—Iny
y

3. Pour tout x €]0,+o0[ ettoutn€Zona:

Inx"=nlnx

7.1 Propriétés de la fonction In

La fonction logarithmique vérifie les propriétés suivantes :

1. Ona (Inx) = — donc Inx est strictement croissante.
x

2. 0na lim Inx= lim In2"= lim nln2 =400 carln2 > 0.

X—+00 n—+oo n—+oo
3.0nalnx = —ln%, donc )lciir(l)lnx = —00.
>
/7 1 . .
4. Ona (Inx)" = 2 donc In x est une fonction concave. Autrement dit :

In(ax+(1—-a)y)=alnx+(1—-a)lny

5. La tangente au graphe de Inx au point d’abscisse 1 a pour équation
y = x — 1. Comme Inx est concave, on a :

Inx <x—1 pour tout x €]0,+00]

On a donc :
Inx =2Invx <2 (vx—1) <2vx
. _Inx
On en déduit que lim — =0.
x—+00 X

6. Il existe un et un seul réel positif, noté e, tel que Ine = 1. On peut
montrer que e = 2,71828...
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7. Graphique de Inx :

Inx

7.2 Logarithme de base a

7.2.1 Définition. Soit a €]0,4o00[ avec a # 1. Pour tout x €]0,4o00[, on

pose :

Inx
log, x = —
Ina

On dit que log, x est le logarithme a base a de x et que x — log, x est la
fonction logarithmique de base a. Notons que log, = In. Les propriétés 7.0.2
et 7.0.3 restent vraies pour log,.

8 Fonction exponentielle

8.0.1 Définition. L'application f : R’ — R définie par f(x) = Inx est conti-
nue, strictement croissante, et f (Ri) = R. Lapplication f ! : R — R’ réci-
proque de f est donc continue, strictement croissante et f ! (R) = R’ . Cette
application f !, notée exp, est appelée la fonction exponentielle. On peut la
voir comme une application de R dans R dont I'image est R7,.
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8.1

Changement de notation

Notation. Pour tout n € Z, on a expn = e" car Inexpn = n et Ine" = n. Pour
tout x € R, exp x sera noté e*.

8.1.1 Propositions. Ona :

1.

2.
3.

lim e* =400 et lim e*=0.
X—+00 X——00
X
lim & = 4o0.
x—-+o00 X +

Soient x € R} et y € R. On a y = Inx si et seulement si x = e”. On a
e =xetln(e?)=y.
(e¥) =e~.

x — e* est convexe.

Démonstrations.

A

8.2

Découle des 2 et 3 de 7.1.
Découle du 5 de 7.1.
Vérifié par définition de 'exponentielle.
On a Ine* = x pour x € R. Par dérivation eix () =1 et donc (e¥) = e*.
Ona(eX) =e*=0.
]

Graphique de x — e*
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8.3 Exponentielle de base a
8.3.1 Définition. Soit a € R’,. Pour tout x € R on pose a* = e¥lna,

Remarque. Si x € Z, ou si a = e, on retrouve les notions connues. Par exemple,

on a a3 — eSlna — elnaxaxa =aXaXada.

8.3.2 Propositions. Soient a,b € R, et soient x, y € R. Alors :
1. In(a*)=xIna
2. a‘a’ =a*"Y

(ax)y — axy

(ab)* = a*b*

-x_ 1 _ (1)~

a T T (a)

=4va (neN")

=(/a)" (n,meN")

8 1*=1leta’=1

a

ENERNE N

N S kW

a

Démonstrations. Exercice. O

8.3.3 Proposition. Soit a € R*. Alors on a (a*)' = a*Ina.

/
Démonstration. En effet (a¥) = (e"lna) =e* "% x lna =a*Ina. m

8.4 Graphique de x — a*

a>1
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9 Fonctions puissances x*

9.0.1 Définition. Soit a € R. L’application de R’ dans R qui a x associe
x® = e*I2* est appelée une fonction puissance.

9.0.2 Propositions. Soit a € R. Alors :

1. (x*) = ax®*!. Onadonc:

2. Sia#lona:

a+1
Démonstrations.
oy — alnx) _ Jalnx a __ .o a __ a—1
1.(x)—(e )—e XZ=x"X2=ax
2. Trivial.
O
Remarques. On a :
1.
+00 sia>0 0 sia>0
lim x*=+<1 sia=0 limx*=<1 sia=0
x—+00 . x—0 .
0 sta<O > +00 sia<O0

2. (x*)" =a(a—1)x*2 donc x — x* est convexesia <Oousia=1et
concavesi0 < a < 1.
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10 Graphique de x — x*

a<0 a>1

a=1

O<ax<l

a=0
1+ ;
i
I
0 1

11 Fonctions hyperboliques

11.0.1 Définitions. Les fonctions sinus hyperbolique, cosinus hyperbolique et
tangente hyperbolique sont les applications de R dans R définies respective-
ment par les formules :

) eX—e™™ eX+e™* sinh x
sinhx = — coshx = — tanhx =

cosh x
11.0.2 Propositions. Pour tous x,y €R, ona:
1. cosh®x —sinh®*x =1
2. (sinhx)" = coshx
(coshx) = sinhx
(tanhx) = —

cosh? x
cosh(—x) = cosh x

sinh(—x) = —sinh x
tanh(—x) = —tanh x

©® N SR~ L

sinh (x + y) = sinh x cosh y + sinh y cosh x
9. cosh (x +y) = coshx cosh y + sinhx sinh y

Démonstration. Exercice. O]
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11.1 Graphiques

sinh(x)

cosh(x)

26
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tanh(x)

Uy

=

12 Fonctions réciproques des fonctions hyperbo-
liques

12.0.1 Définitions.

1. L'application f : R — R définie par f(x) = sinhx est continue, stricte-
ment croissante et f(R) = R. Dapplication f ! : R — R réciproque de f
est donc continue, strictement croissante et f “*(R) = R. Cette applica-
tion f ! est notée Argsinh.

2. Lapplication g : R, — R définie par g(x) = coshx est continue, stric-
tement croissante et g (R,) = [1,+oo[. Lapplication réciproque g~ :
[1,400[— R de g est donc continue, strictement croissante et

g ' ([1,400[) = [0,+0o[

Lapplication g~! est notée Argcosh.

3. Lapplication h : R — R définie par h(x) = tanh x est continue, stricte-
ment croissante et h(R) =] — 1, 1[. Lapplication h™! :] — 1,1[— R réci-
proque de h est donc continue, strictement croissante et h™! (] —1,1[) =
R. Lapplication h~! est notée Argtanh.

12.0.2 Propositions. On a :
. / _ 1
1. (Argsinhx) = e
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2. Argsinhx =In (x + v x2+ 1)

. (Argcoshx)’ =

W

4. Argcoshx =In (x + v x2- 1)

. (Argtanhx)’ = -

1—x2

. Argtanhx = %111 (HX)

1—

9

@)

13 Ordre de croissance

13.0.1 Proposition. Soit a € R’,. Alors :

Inx
=0

lim

x—+oo x*
On dit que les puissances l'emportent sur les logarithmes.

Démonstration. On a :
Inx 1lnx*

x¢ a x¢

Inx®

Quand x — 400, alors x* — +00 donc

x¢ x—+o0 x¢

13.0.2 Proposition. Soit a un réel tel que a > 1. Alors :

xa

lim — =0
x—+oo q@*

On dit que les exponentielles U'emportent sur les puissances.

Démonstration. On a :

a

ln—x =lnx*—Ilna*=alnx —xlna
a

Ona lim o™ =0etlna >0.Dou lim In* x

X
x—+o0 X x—+oo @ x—+o0d

13.0.3 Proposition. Soit un réel a < 0. Alors :

~ Inx
lim— =0
x—0 x%

>

— 0.0n adonc lim X =0,

=—o0et lim ==0.

28
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Démonstration. Posons y = i Ona:

Inx Iny
x® = _y—a
Donc :
. Inx . Iny
lim = — lim =
x—0 x¢% y—>+c>o_y_OL

>

13.0.4 Proposition. Soit un réel a > 1. Alors :

=0

lim
x—+o0 x*

Démonstration. On a :

donc d’apreés 13.0.2, lim % = 0.

x—+o00 X

14 Calcul de primitives

14.1 Primitives usuelles

Ona:

( xa+1

1. | x%dx=

J a+1

[ dx

2. | —=Injx|+A
J x

+A sia#-—1

.
3. sinxdx = —cosx + A

-
4. cosxdx =sinx + A

.
5 | edx=¢e*+ A

[ a*
6. a‘dx =
J Ina

+A sia#1

0

29
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.
7. sinhx dx =coshx + A

J
.
8. coshxdx =sinhx + A
J
o [ 9 _ aresinx 4
. —— = Arcsinx
J /11— x2
[ dx
10. 5 = Arctanx + A
Jl—i-x

[ d
11. —x:Argsinhx+7»=1n(x+\/x2+1)+X

J Vx?+1

Remarque. Dans 14.1, A est une constante. Notons que :

de B {1nx+7x sur ]0, +oo[

x |In(=x)+XA sur]—o0,0[

Ce qui se résume par :

dx
J—:1n|x|+K
X

14.1.1 Proposition. On a :

In (x +4/x2 - 1) + A =Argcoshx +A sur]1,4+o0[

dx
J,/x2_1_ ln(—x—\/xz—l)—l—k sur ] —oo,—1[
On écrit brievement :

dx
—=ln’x+\/x2—1‘+7»
f Vx2-1

14.1.2 Proposition. On a :

J dx %ln(—g)+7x sur ] — oo, —1[U]1, +00[
1—x2 %]n(i—i)+k=Argtanhx+7x sur ] —1,1[

On écrit briévement :
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14.2 Primitives des fractions rationnelles a coefficients
complexes

14.2.1 Proposition. Soit un entier n > 1 et soit a € C. On a a = a + if} avec
a,B €R. Alors :

T [ - +2
) -t (n—1)(x —a)"*
dx 1 5 oo ) X—a
2. :—ln((x—(x) +B )+1Arctan +A
xX—a 2
Démonstration. Exercice. ]

14.2.2 Proposition. Soient g et h deux fonctions polynémes de la variable réelle
X et a coefficients dans C. On suppose que h n’est pas la fonction nulle. On a :

h(x)=A(x —w)*...(x =)

ot u,...,v sont les racines de h dans C deux a deux distinctes et ott A € C.
Soit f =1, on dit que f est une fraction rationnelle de variables réelle a coeffi-
cients complexes. Alors il existe une et une seule décomposition :

f=q+ M Mt S
(c—w  (x—-w)! x—u
+ coe
€))
n By M1 N 2!
(=)' (x—=n"" x—v

ol q est une fonction polynéme de la variable réelle x a coefficients dans C et ou
7\.;(,...,7\.1,...,51,@,...,“,1 EC.

Démonstration. Admis. O

Remarques.

1. Le polynome g s’obtient en divisant g par h suivant les puissances dé-
croissantes.

2. Pour calculer les Ay,...,Aq,...,Uy,-..,; On peut multiplier les deux
membres de (1) par h ; on obtient ainsi une égalité entre deux polynémes
et en égalant les coefficients de ces polyndmes on obtient un systeme
d’équations linéaires dont les inconnues sont A, ..., Aq, ..., hp,e-.y -
La résolution de ce systéme donne Ay, ..., Aq,..ylhpy--o, .



CHAPITRE I. INTEGRALES ET PRIMITIVES 32

3. Pour calculer A;, on multiplie les deux membres de (1) par (x — w)* puis
on donne a x la valeur u.

4. Pour calculer A, ..., A, on peut faire appel a une division selon les puis-
sances croissantes.

Application. En utilisant 14.2.1, 14.2.2 et 14.2, on peut calculer la primitive
de n’importe quelle fraction rationnelle a coefficients dans C.

14.3 Primitives de fractions rationnelles a coefficients réels

Soit f = | une fraction rationnelle d’une variable réelle x a coefficients dans

R. Pour calculer f f(x)dx on peut utiliser 14.2, car R € C; c’est a dire se
placer dans le domaine complexe. On peut aussi rester dans le domaine réel
en utilisant la proposition suivante.

14.3.1 Proposition. Soient g et h des fonctions polynémes de la variable réelle
X et a coefficients dans R. On suppose que h n’est pas la fonction nulle. On a :

h(x)=A(c—r)F...(x =) (x2+ax+b)m...(x2+cx+d)n

ol A ER; 1,...,s €R sont deux a deux différents; a,b,...,c,d €ER; x*+ax +
b,...,x%+cx +d sont deux & deux distincts et n’ont pas de racines dans R.

Soit f = %, on dit que f est une fraction rationnelle de la variable réelle x a
coefficients dans R. Alors, il existe une et une seule décomposition :

f=q+ M M S
(x—r)  (x=r)" x—r
n My Mp—1q Mg
(x—s) (x—9)" X —s
me + pm ’Vm—lx + pm—l Ile + pl (2)
(x>+ax+b)"  (x24ax+b)"" x?+ax+b
an + Cn o-n—lx + (.-n—l Glx + Cl

+ + ...+—
(x2+cx+d)"  (2+cx+d)"" x2+cx+d

Démonstration. Admis. O]
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Remarques. Notations de 14.3.1.

1.
2.

On obtient q en divisant g par h suivant les puissances décroissantes.

Pour calculer les A;,u;,Vv;,p;,-..,0; et {;, on peut multiplier les deux
membres de (2) par h; on obtient une égalité entre deux polynomes
et en égalant les coefficients de ces polynémes on obtient un systeme
d’équations linéaires que 1'on résout.

. Pour calculer A, on peut multiplier les deux membres de (2) par (x — r)k

puis donner a x la valeur r.

. Pour calculer A,,...,A; on peut utiliser une division suivant les puis-

sances croissantes.

On peut aussi obtenir (2) en appliquant 14.2.2. En effet, si u est une
racine dans C qui n’est pas dans R, on trouvera dans (1) deux termes de

A A .
o S ey

réelle de h, on trouvera dans (1) un terme de la forme

la forme termes que I'on additionnera. Si r est une racine

M -
(x—r)

avec U € R.

Application. En utilisant 14.3.1, on peut calculer la primitive de n’importe
quelle fraction rationnelle d’'une variable réelle a coefficients dans R. Pour
cela, précisons comment 'on calcule :

ax+b P
x
(x%®+cx+d)"

avec a,b,c,d €R, et x?+cx + d est sans racines dans R. On a x*> +cx +d =
(x —p)*>+q? avec p,q € R et q # 0. Le changement de variable x — p = qt
permet de se ramener au calcul de :

at+b’ it
(e2+1)"

donc au calcul de :

t 1
I = —dt t J = —dt
m f(t2+1)" e n J(t2+1)n

t
a) Calculdel, = | ————; dt. Posons t2>4+1=u.Ona2tdt = du. Donc:
(t241)

I_1 du
"o ot
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Sin=1:
I —11 lu| + A
n=glnlu
1
— 2
—Zln(t +1)+x

Sin=2:
1 ! +A
2(n—1)(e2+1)""

n

dt
b) Calcul de J, = J m On procede par récurrence sur n. Posons
1 2t
uU=letv=-———7.0Onau=tetv =—-n———-7.Alors:
(t2+1) (t2+1)

J "4 4
= —_ n _—
" (24 1)" (2+1)""

t o J( t2+1 1 )dt
7.2, n n - n
(t2+1) (2+1)" (e2+1)™

+2n (Jn - Jn-i-l)

_ t
(241"

On a par conséquent :

—+(2n—1)J,

t
(t2+1)

2an+1 =

14.4 Autres exemples

Exemples.
1. Soit I = f f(e*)dx ou f est une fraction rationnelle d’'une variable
réelle a coefficients dans K. On a :

IZJJLix)exdx
e

Posons e* =t, ona e*dx =dt et donc :

(= | L9
t
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2. Soit f une fraction rationnelle de deux variables réelles et a coeffi-
cients dans K (par exemple %). Pour calculer f f (cosx,sinx),
on se rameéne au calcul d’'une primitive de fraction rationnelle d’'une va-
riable réelle en posant tan% =t (c.-a-d. x = 2Arctant). Posons x —
f (cosx,sinx) = F(x). On peut aussi :

— poser cos x =t quand F(x) est impaire.

— poser sinx = t quand F(x) est telle que F(m — x) = —F(x).

— poser tanx = t quand F(x) est telle que F(x + ®) = F(x).

3. Soit I = f f (x, 1/ %) dx ou f est une fraction rationnelle de deux
variables réelles et a coefficients dans K, avec a,b,c,d € Retn = 2.

Pour calculer I, on pose }/ axtb — ¢
cx+d

4. Soit I = ff (x, v ax?+ bx —I—c) dx ou f est une fraction rationnelle

de deux variables réelles a coefficients dans K, et ot a,b,c € R avec
a # 0. Pour calculer I, on se ramene tout d’abord a un radical de la
forme \/x2 +1, \/Xz —1 ou 4/1— x?2 (suivant a, b,c). On pose ensuite
respectivement x = sinht, x = cosht ou x = cost.

15 Formule de Taylor avec reste intégrale

15.0.1 Théoréme. Soient a,b € Raveca < b et f : [a, b] — K admettant des
dérivées continues jusqu’a Uordre n. Alors on a :

b—1 (b-1) (b-1""
fO)=fl+——Ff@+——f @+ + T — ")
oo W

. (=1}

Démonstration. La propriété est vraie pour n = 1 (voir 4.0.4). Supposons la
propriété vraie jusqu’a n ; montrons qu’elle est vraie pour n + 1.

Soit f : [a, b] — K ayant des dérivées continues jusqu’a 'ordre n+ 1. Comme
f a des dérivées continues jusqu’a I'ordre n, la formule (1) est satisfaite. Une
intégration par parties donne :

—— () dt

(b— )n 1

. b= o] L [TB="
e ——— = f(0)de = [ - f”(t)} +J —!f( () dt

= O iy f( P e
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Il suffit d’effectuer le remplacement dans (1) de l'intégrale par ce qui vient
d’étre trouvé. O



Chapitre II

Intégrales généralisées

1 Intégrales sur des intervalles non bornés

Dans tout 1, f est une application de [a,+oo[ dans K (a est un réel fixé) dont
la restriction a [a, b] est continue par morceaux pour tout b € [a,+oo[. Ces
hypotheses sont bien sfir vérifiées si f est continue.

1.0.1 Définition. Soit F : [a, +oo[— K définie par F(b) = fabf(x) dx. Alors :

1. Si blirn F(b) existe dans K, cette limite est notée f ;OO f(x)dx et est
—+00
appelée l'intégrale de f sur [a,+oo[. De plus, on dit que l'intégrale

f :OO f(x)dx est convergente.

2. Si bl_i)rPOOF(b) n’existe pas dans K, on dit que I'intégrale f a+°° f(x)dx est
divergente.

3. Supposons que K = R, et que l'intégrale f:oo f(x)dx soit divergente.
Alors, si bETmF(x) = %00, on dit que la divergence de f a+°° f(x)dx est
de premiere espéce. Sinon on dit que la divergence de I'intégrale est de
seconde espece.

1.0.2 Proposition. Soit ¢ € [a,+oo[. Alors :

+00 . . +00
1. fa f(x)dx est convergente si et seulement si fc f(x)dx est conver-
gente. Si ces intégrales sont convergentes, alors :

J f(X)dx=ff(X)dX+J f(x)dx

37
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2. Supposons que K = R. Alors lim f f(x)dx = +oo (resp. —o0) si et

b—+o0

seulement si bhm f f(x)dx = +o0 (resp. —00).
—+00" €

Démonstration. Pour tout b € [c,+oo[,on a:

b c b
J f(X)dXZJ f(X)dX+f flx)dx

La proposition découle donc des théorémes sur les limites de fonctions. O

1.0.3 Proposition. Lintégrale :

est convergente si et seulement si le réel a vérifie o > 1.

Démonstration.
b b
1. Pour tout b € [1,+00][, onaf ldx:lnb.Onadonc lim 1%dx:

b—+o00

bhm Inb = 4o00. Lintégrale f %dx est donc divergente (divergence
—+00

de premiere espece).

2. Supposons a # 1. Pour tout b € [1,+o00[,on a :

—a+1 b b—(x—i—l 1
f xe T [ a+1} T —a+1 —a+tl
b
(a) Sia<1,ona fl x% dx = 4o00. L'intégrale f1+oo x%dx est donc di-
vergente.
b p-a
(b) Sia>1,ona lim Ldx = L car lim &5 =o. Lintégrale

botoo” 1 x* _)+OO a+1

+0o0
fl L dx est donc convergente ; de plus f % dx = —.

1.0.4 Proposition. Lintégrale :

est convergente si et seulement si o > 0.
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Démonstration. Exercice. O]

Rappel. Soit h: [a,B] — R continue par morceaux (a <f3). Alors, sih > 0
sur [a,B], ona ffh(x)dx > 0.

1.0.5 Proposition. Supposons que K =R et que f = 0 sur [a,+oo[. Alors :

b
1. Lapplication de [a,+oo[ dans R qui a tout b associe f i (x)dx est crois-

sante.
2. 0na:
b b
blir_{l J f(x)dx =sup {J f(x)dx/b e [a,—l—oo[}
Démonstration.

1. Soient by, b, € [a,+o0[ tels que b; < b,. On a:

b, b, b, b,
J f(X)dX<J f(X)dX+f f(X)dX=f fx)dx
a a b, a

2. Voir les propriétés sur les limites de fonctions.
O

1.0.6 Proposition. Supposons que K = R. Soit g : [a, +oo[— R dont la restric-
tion a [a, b] est continue par morceaux pour tout b € [a,+oo[. Supposons que

lon ait 0 < g < f sur [a,+oo[ et que lintégrale f:oof(x) dx soit convergente.

Alors lintégrale f :OO g(x)dx est convergente et Uon a :

f g(x)dx Sf fx)dx

Démonstration. Pour tout b € [a,+oo[,on a:
b b +00
J g(x)dx < f f(x)dx < J f(x)dx (voir 1.0.5)

Il en résulte d’apres 1.0.5 que l'intégrale f;oo g(x)dx converge et que :

J g(x)dx SJ f(x)dx
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1.0.7 Proposition. Supposons que K = R. Soit g : [a,+oo[— R dont la res-
triction a [a, b] est continue par morceaux pour tout b € [a,+oo[. Supposons
f=0,g=0sur [a,+oof et f(x)~ g(x) quand x — +o0.

Alors lintégrale fa+oo f(x)dx est convergente si et seulement si f:oo g(x)dx est
convergente.

Démonstration. Soit h : [a,+oo[— R telle que f(x) = h(x)g(x) pour tout
x € [a,+oo[ et liI_P h(x) = 1. Soit ¢ € [a,+oo[ tel que h(x) < 2 pour tout
x €[c,+00[.Ona0< f(x)<2g(x) pour x € [c,+o0[.

+00

400
J g(x)dx converge — ) g(x)dx converge

c
+00

= 2g(x) dx converge

Je

+00
== Jr f(x)dx converge
+00

- f (x)dx converge

Ja

La réciproque est évidente par symétrie. m

+00
3x?

———— dx est convergente. En effet :
x*+2x+1

Exemple. J

1

3x?2 3 ( o0)
— ~— (x> 4
x*+2x+1  x2

. .. +oo 4
Comme ces fonctions sont posmves sur [1, +OO[, et comme fl ;dx est

3x2
x4+2x+1

+00 .
convergente, f 1 dx est convergente (voir 1.0.3).

1.1 Propriétés algébriques

Soit g : [a,+oo[— K dont la restriction a [a, b] est continue par morceaux
pour tout b € [a,+oo[. Alors :

. . s +0o +0o e s

1. Si les intégrales fa f(x)dx et fa g(x)dx sont convergentes, I'inté-

grale f :oo (f + g) (x)dx est convergente et l'on a :

+00 +00 +00
f (f+g)(x)dx=f f(x)dx+f ¢(x) dx
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2. Soit A € K. Si f:oo f(x)dx est convergente, f:oo (Af) (x) dx est conver-
gente aussi et :

J (kf)(x)dxzkf £(x)dx

Démonstration. C’est une conséquence des propriétés algébriques concernant
les limites de fonctions et de ce que pour tout b € [a,+oo[,on a:

b

b b
f (f+g)<x>dx=f f(x)dx+f ¢(x) dx

et:

b b
f (xf)mdx:xj f(x)dx

O
1.1.1 Lemme. Soit X C R tel que X contient des réels arbitrairement grands, et
soit f : X+— K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. lim f(x) existe dans K.
X—+00
x€X

2. Ve>0,3IA>0, (x,yeX,x >Aety >A) = \f(x)—f(y)‘ < g. Cette
condition est appelée une condition de Cauchy.

Démonstration. Admis. O]

1.1.2 Proposition (Condition de Cauchy pour les intégrales). Pour que l'inté-
grale f:oo f(x)dx soit convergente, il faut et il suffit que la condition suivante

soit veérifiée :
y
f f(t)dt

b
Démonstration. Soit F : [a,+oo[— K définie par F(b) = fa f(t)dt. On obtient
le résultat en appliquant le lemme 1.1.1 a F et en utilisant le fait que, pour tous

x,y € [a,+oo[,ona:
¥
f f)dt

x y
f f(t)dt—J f(e)dt

Ve>0,3JA>0,(x,y € [a,+0[,x >Aety >A) = <eg
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1.1.3 Définition. On dit que l'intégrale f :OO f(x)dx est absolument conver-

sz +
gente si I'intégrale fa % | f (x)| dx est convergente.

1.1.4 Proposition. Supposons l'intégrale f :OO f (x) dx absolument convergente.

Alors lintégrale f a+oo f(x)dx est convergente. Réciproque fausse.

Démonstration. Soit € > 0. D’apres 1.1.2 il existe A > O tel que :

Yy
(x,ye[a,+oo[,y>x>A)=>J \f(t)} dt <e

Yy
f f()dt

Lintégrale f:oo f (x)dx vérifie la condition de Cauchy, donc elle converge. []

Par conséquent :

(x,y €la,+o[,y Zx>A) = <eg

1.1.5 Proposition (Regle d’Abel). Supposons que K = R. Supposons que f
admette dans [a,+oo[ une dérivée continue, que f soit décroissante, et que
lirP f(x) = 0. Soit g : [a,+oo[— R continue. Supposons qu’il existe A > 0
X—T00

faxg(t)dt

Alors lintégrale f:oo f(x)g(x)dx est convergente.

tel que < A pour tout x € [a,+oo[.

Démonstration. On applique la regle de Cauchy (voir 1.1.2). Soient x,y € R
tels que a < x < y. Soit G : [a, +o0o[— R définie par :

G(x) = J g(t)dt
Ona:

y y
J f(t)g(t)dt=f(y)G(y)—f(X)G(X)—f fOG(H)dt

On a bien stir f > 0 sur [0, +o0[ donc :

F1(0)| dt

Y y
J F(Og(0de| < AF(Y) +AF () +A J
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Ona f’' <0 sur [a,+oo[, car f est décroissante, donc :

y y
f |£/(0)] de = - f Fl()de=f(x)=f(y)
Par conséquent :
y
J f()g(t)de| < 2Af (x)

Soit alors € > 0. On a lirJP f(x) =0, donc il existe B> 0 avec B > a tel que si
X—>T1T00
u = B, alors :

€
F] < o5

Il en résulte que si y > x = B, alors :

y
J f(D)g(t)dt| <e
Par conséquent et d’apres 1.1.2, I'intégrale :

400
f f(t)g(t)de

est convergente. O

Exemple. Considérons l'intégrale :

Par application du critére d’Abel, on voit facilement que cette intégrale est
convergente. On peut montrer qu’elle n’est pas absolument convergente.

Exemple. Montrer que les intégrales, dites de Fresnel :

+00 +00
f cos(x?)dx et J sin(x?) dx
0 0

sont convergentes. On peut la encore montrer qu’elles ne sont pas absolument
convergentes.
Indication : poser x? = t.

Remarque. Au lieu de considérer un intervalle de la forme [a,+oo[, on peut
considérer un intervalle de la forme ] — 00, a]. Les énoncés et les propriétés
ci-dessus sont faciles a adapter a ce cas, en faisant tout de méme attention au
critére d’Abel.
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2 Intégrales de fonctions non bornées

Dans tout 2, f désigne une application de ]a,b] dans K aveca,b € Reta < b,
dont la restriction a [c, b] est continue par morceaux pour tout ¢ €]a, b]. Ces
hypotheses sont en particulier vérifiées si f est continue.

2.0.1 Définitions. Soit F :]a, b] — K I'application définie par :

b
F(C)=J f(x)dx

Alors :
b
1. Si 11_r)13 F(c) existe dans K, cette limite est notée f i (x)dx et est appelée

c>a
'intégrale de a a b de f(x)dx. De plus on dit que I'intégrale f ab f(x)dx
est convergente.

b
2. Si 11_1)13 F(c) n’existe pas dans K, on dit que l'intégrale fa f(x)dx est
c>a
b
divergente. Supposons que K = R et que l'intégrale f . f(x)dx soit di-
vergente. Si £1_r)rc} F(c) = oo on dit que la divergence est de premiere

c>a
espece ; sinon on dit qu’elle est de seconde espece.

2.0.2 Proposition. Soit d €]a, b]. Alors :

b , . d
1. fa f(x)dx est convergente si et seulement si fa f(x)dx est convergente.
Si ces intégrales sont convergentes, on a :

b d b
f f(X)dX=J f(X)dX+f f(x)dx
a a d

2. Supposons K =TR. Alors :

b d
ll_r)%f f(x)dx =+00 &= 11_1)13J f(x)dx =+o00
¢ c>a Jc

c>a
|
— dx
0 X

est convergente si et seulement si le réel a vérifie a < 1.

2.0.3 Proposition. Lintégrale :
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Démonstration.

1. Supposons a = 1. Pour tout ¢ €]0,1], on a :

f —dx =—1Inc

. 1 . .

On a donc hn& f . idx = 4-00. Ll'intégrale est donc divergente.
C—>
c>0

2. Supposons a # 1. Pour tout ¢ €]0,1],on a :

[#o-[5]

1 C—a+1

—a+1 —a+1

1
1
(@ Sia>1,ona lir%f — dx = +oo0 et l'intégrale est divergente.
c— X
c>0

1
1
(b) Si a < 1 alors lir%J —dx = et lintégrale est conver-
c—

0 X —a
c>
gente.

O
\ . 1
Probleme. Montrer que l'intégrale fo In x dx est convergente.

2.0.4 Proposition. Supposons que K = R. Soit g :]a, b] — R dont la restriction
a [c, b] est continue par morceaux pour tout ¢ €]a, b]. Supposons que l'on ait

b
0 < g < f sur ]a, b] et supposons que lintégrale fa f (x)dx soit convergente.

b
Alors lintégrale fa g(x)dx est convergente, et l'on a :

b b
f g(x)dx <J f(x)dx

Démonstration. Analogue a celle de 1.0.6. O

2.0.5 Proposition. Supposons que K = R. Soit g :]a, b] — R dont la restriction
a [c, b] est continue par morceaux pour tout ¢ €]a, b]. Supposons que f = 0 et

g = 0 sur ]a,b] et que f(x) ~ g(x)(x — a). Alors lintégrale fabf(x)dx est

. . . 7 b
convergente si et seulement si l'intégrale fa g(x)dx est convergente.

Démonstration. Analogue a celle de 1.0.7. O
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2.1 Propriétés algébriques

2.1.1 Proposition. Soit g :]a, b] — K dont la restriction a [c, b] est continue
par morceaux pour tout ¢ €]a, b]. Alors :

1. Si les intégrales f ab f(x)dx et fab g(x)dx sont convergentes, lintégrale
fab (f + g) (x)dx est convergente et lon a :

b b b
f (f+g)(x>dx=f f(x)dx+f ¢(x) dx

b b
2. SiA€Ketsi fa f (x)dx est convergente, alors fa (Af) (x)dx est conver-
gente et Uon a :

b b
J (Af) (x)dx = xf f(x)dx
Démonstration. Analogue a celle de 1.1. O

b
2.1.2 Proposition (Condition de Cauchy). Pour que lintégrale fa f(x)dx soit
convergente, il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

y
f fle)dt

Ve > 0,dn >0,

(x €la,bl,y €la,bl,six—a<mn,y—a<mn) = <eg
Notons que lUon peut imposer a x d’étre plus petit que y.
Démonstration. Analogue a celle de 1.1.2. O]

2.1.3 Proposition. Supposons que f soit bornée sur ]a, b], c’est a dire qu’il existe
b
A > 0 tel que |f(x)| < A pour tout x €]la, b]. Alors fa f (x)dx est convergente.

€
Démonstration. Soit € > 0. Soit 1| = TN Alorssix,y €la,b],six <y,x—a<
nety—a<m,ona:

Y
f f(t)dt

b
D’apres 2.1.2, f i (x)dx est convergente. O

Yy
sf [f(O] dt <Ay —x)<e
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2.1.4 Corollaire. Si )1(11;(11 f (x) existe dans K, alors fab f (x)dx est convergente.

x>a

Démonstration. En effet f est nécessairement bornée. O

b
2.1.5 Définition. On dit que l'intégrale f i (x)dx est absolument conver-

b
gente si fa | f (x)| dx est convergente.

b
2.1.6 Proposition. Supposons lintégrale fa f(x)dx absolument convergente.

b
Alors lintégrale f i (x)dx est convergente.
Démonstration. Analogue a celle de 1.1.4. O

2.1.7 Proposition (Regle d’Abel). Supposons que K =R. Supposons que f ad-
mette sur ]a, b] une dérivée continue, que f soit croissante, et que )1(1{)1‘(11 f(x) =0.

x>a
Soit g :]a,b] — R une application continue. Supposons qu’il existe A > 0 tel

que ’fax g(t) dt’ < A pour tout x €]a, b]. Alors lintégrale fabf(x)g(x)dx est
convergente.

Démonstration. Analogue a celle de 1.1.5. O

Remarque. Au lieu de considérer comme on I'a fait ci-dessus un intervalle de
la forme ]a, b], on peut considérer un intervalle de la forme [a, b[. Les défini-
tions et les propriétés précédentes sont faciles a adapter.

3 Combinaisons des situations précédentes

3.0.1 Définition. Soit ]a, b[ un intervalle ouvert de R avec —oo < a < b <
+00. Soit f :]a, b[— K dont la restriction a [a, 3] est continue par morceaux
pour tous a, 3 €]a, b[. Soit r €]a, b][.
b b
On dit que I'intégrale fa f (x)dx est convergente si f ar f(x)dx et f . f(x)dx
sont convergentes. Si ces intégrales sont convergentes, l'intégrale de f sur
b
la, b[ est par définition farf(x) dx + fr f(x)dx. On voit facilement que ces
définitions sont indépendantes du réel r choisi dans ]a, b[.
b b
On dira que l'intégrale fa f (x)dx est absolument convergente si f . | f (x)| dx
est convergente.
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Probléme.

1. Soit a un réel strictement positif. Montrer que l'intégrale

+00
J e *x* tdx
0

2. Montrer que si a > 1, alors :
+00 +o00
f e *x* tdx =(a— 1)J e *x*2dx
0 0

. , +oo —x .0—1 ) \
Notation. Pour tout réel a > 0, on pose I'(a) = fo e “x%* 'dx. Dapres le 2
ci-dessus, on a I'(a) — (o — 1)I'(a — 1) pour tout réel a > 0. On en déduit que
I'(n) = (n— 1)! pour tout n € N*,

est convergente.



Chapitre III

Equations différentielles

K désigne R ou C.

1 Généralités

1.0.1 Définition. On appelle équation différentielle d’ordre n toute équation de
la forme :

f(x,y,y’,...,y(”)):O (&)

On appelle équation différentielle d’ordre n résolue en y™ toute équation de la
forme :

YW =g (x5, ¥y ) (&

La lettre f (resp. g) désigne une application définie sur une partie U de R X
K™ (resp. R x K") a valeurs dans K. L'inconnue est y ; c’est une fonction
de la variable x définie dans un intervalle J de R a valeurs dans K et n fois
dérivable.

On appelle solution (ou encore intégrale) de (&) (resp. (&§')) toute application
¢ définie dans un intervalle J de R, a valeurs dans K, n fois dérivable et telle
que :

F (3,900, 9", 9™(x)) =0
resp. ¢™(x) =g (x,0(x),9'(x),...," ")

Résoudre (ou intégrer) '’équation (&) (resp. (&')) consiste a en déterminer
toutes les solutions.

49
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Remarques.

1. Si K =R (resp. K = C), on parle d’équation différentielle réelle (resp.
complexe).

2. Si ¢ est une solution de (&) (resp. (&')) définie dans un intervalle J de

R, la restriction de ¢ a tout sous-intervalle de J est encore une solution.
Inversement, il existe des solutions de (&) (resp. (&')) qui prolongent
(J, p), ne serait-ce que (J, p) elle-méme.
Si la seule solution de (&) (resp. (£)) qui prolonge (J, ) est (J,¢), on
dit que (J, ) est une solution maximale de (&) (resp. (£)). On peut
montrer que toute solution peut se prolonger en une solution maximale.
Pour résoudre (&) (resp. (&), il suffira donc de déterminer toutes les
solutions maximales ; les autres en découlent par restriction a des sous-
intervalles.

2 Equation différentielle du premier ordre

Dans tout 2, K=1R.

2.0.1 Théoréme. Soit U une partie de R%. On suppose que U est un ouvert de
R2, cest a dire que pour tout (x,y) € U, il existe r > 0 réel tel que ]x —r,
x+r[x]y—r, y+r[cU. Soit f : U~ R continue'. On suppose que Z—f/(x,y)
existe sur U et que cette application de U dans R est continue. Soit (x,,y,) € U.
Alors il existe une et une seule solution maximale ¢ de Uéquation différentielle

Y = f(x,y) telle que 9(x,) = y,.

2.1 Equations a variables séparées

2.1.1 Définition. On appelle équation différentielle a variables séparées toute
équation différentielle de la forme :

fx)-y'g(y)=0

ol f est une fonction réelle continue définie dans un intervalle I de R, et ou g
est une fonction réelle continue définie dans un intervalle J de R.

Résolution. Notations de 2.1.1. Pour qu'une application x — y(x) définie et
dérivable dans un sous-intervalle I a valeurs dans J vérifie 'équation f(x) —
y'g(y) = 0l faut et il suffit que l'on ait f (f(x)—y'g(y)) dx =0, ce qui
s’écrit aussi ff(x) dx — f g(y)dy =0 (voir 6.0.1).

1Si (a,b) € U alors f continue en (a, b); c’est & dire, pour tout € > 0 il existe v} > O tel
que, si (x,y) €U, sila— x| <netsi |b —y| <m, alors |f(a, b) —f(x,y){ <e.
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Probléme. Résoudre I'équation différentielle e* — y’e™ = 0.

On a fexdx — fe‘ydy =0donconae*+e” =A avec A € R. Par consé-
quent on a y = —In(A —e*). Si A < 0 l'intervalle de R décrit par x est le vide.
SiA >0, alorsonaA—e* >0 sietseulement si x < InA. Les solutions maxi-
males de I’équation e* — y’e™ = 0 sont donc les applications x — — In(A —e*)
définies sur | — 0o, InA[ ceci pour tout A > O réel.

2.2 Equations différentielles linéaires du premier ordre

2.2.1 Définition. On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre
toute équation différentielle de la forme :

y'=a(x)y + b(x)

ol a(x) et b(x) sont des fonctions réelles continues définies dans un intervalle
J de R.
L’équation :

y'=alx)y
est appelée l'équation sans second membre (ou encore homogéne) associée a
¥y =a(x)y + b(x).
2.2.2 Proposition. Notations de 2.2.1. Soit A(x) une primitive de a(x) dans J.
Alors les solutions maximales de I'équation sans second membre y' = a(x)y sont
les applications de J dans R de la forme :
A(x)

y=2Ae
ol A est une constante réelle arbitraire.
Démonstration. Soit x, € J; la fonction nulle sur J est la solution maximale
de I'équation y’ = a(x)y nulle en x,, ceci d’aprés 2.0.1. Les autres solutions
ne s’annulent pas sur leur intervalle de définition; elles sont donc toujours

strictement positives ou toujours strictement négatives sur cet intervalle. On a

donc
/

y solution non nulle de y' = a(x)y < Y a(x)
y

= fy’(x) =Ja(x)dx
y(x)
— ln{y} =A(x)+C

— ‘y‘ =% (ouCeR)
= y =A™ (ouA€RY
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2.3 Résolution de y' = a(x)y + b(x)

Notations de 2.2.1. Pour résoudre I'équation y’ = a(x)y + b(x), nous al-
lons utiliser une méthode connue sous le nom de méthode de variation de la
constante. Posons y, = e¢**) (ou toute autre solution non nulle de 'équation
sans second membre). Pour résoudre, effectuons le changement de fonction
inconnue z=yy;'.Onay’=z"y,+zy; donc:

Y =a(x)y +b(x) < 2'y,+2y,=a(x)zy,+ b(x)
< z'y, = b(x)
< 7' =by,"

Les solutions maximales sont donc les fonctions y = Fy, + Cy, définies sur J,
ou F est une primitive de by, ! et o1 C est une constante réelle quelconque.
En pratique ce que I'on a noté ici z(x) est plutot noté A(x).

2.3.1 Corollaire. Notations de 2.2.1. Alors les solutions maximales de U'équation
différentielle y’ = a(x)y-+b(x) s'obtiennent en ajoutant a une solution maximale
particuliére toutes les solutions maximales de y' = a(x)y.

x2
Exemple. Résoudre ’équation différentielle y' =xy +e2.

IciJ=R.

1. Résolution de y’ =xy.On a y;/ = x donc:
1
J —dy = J xdx
y

xZ
1n|y{=?+c

Ainsi :

Dot :
X2
y= ez

Avec A constante réelle quelconque.

X2 XZ
2. Résolution de y'=xy +e2.Posons y =A(x)ez.Ona:

X2 XZ
y'=MNez +hezx
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Donc :

Dol :
AMix)=1

C’est a dire que A(x) = x + c avec c constante réelle.

X2 .
Les solutions maximales de y’ = xy + ez sont donc les fonctions y =

x2
(x +c)ez ol c est une constante réelle arbitraire.

2.4 Equations de Bernoulli

2.4.1 Définition. On appelle équation différentielle de Bernoulli toute équa-
tion différentielle de la forme :

y' =a(x)y + b(x)y*

ol a(x) et b(x) sont deux fonctions réelles continues et définies dans un in-
tervalle J de R, et ou a est une constante réelle différente de 0 et de 1.

Résolution. Notations de 2.4.1. Effectuons le changement de fonction inconnue
z=y* Ona:

1
y:zﬂ

Donc :

Et ainsi :

1 a «
y' =a(x)y + b(x)y* < 1 2Tag = a(x)zﬁ + b(x)z1-a

— 7z =(1-a)a(x)z+(1—a)b(x) 2

Les solutions de y’ = a(x)y + b(x)y® qui ne s’annulent pas sont les fonctions
1
Z1-a, ol z est une solution quelconque de (2) qui ne s’annule pas.

Exercice. Résoudre I'équation différentielle y’ = —y + y2.
Les solutions maximales sont :



CHAPITRE III. EQUATIONS DIFFERENTIELLES 54

— la fonction nulle définie sur R.

— les fonctions 1+1xex définies sur R out A est une constante arbitraire positive.
— les fonctions 1+17\e" définies sur | — In(—A),+oo[ ou A est une constante

arbitraire strictement négative.
— les fonctions —— définies sur ] — 0o, —In(—A)[ ot A est une constante

1+AeX
arbitraire strictement negative.

2.5 Equations de Riccati

2.5.1 Définition. On appelle équation différentielle de Riccati toute équation
différentielle de la forme :

¥y =a(x)y*+b(x)y +c(x)

ol a(x),b(x),c(x) sont des fonctions réelles continues et définies dans un
intervalle J de R.

Résolution. Supposons que l'on connaisse une solution particuliere y, définie
sur J. On peut alors résoudre '’équation donnée en effectuant le changement
de fonction inconnue z = y — y,. En effet, on a alors :

Y =y, +%
Donc :

y' =a(x)y?+b(x)y +c(x)
= y,+2z = a(x)(yo+2)*+ b(x)(yo +2)+c(x)
< 7' = (2a(x)y, + b(x)) z + a(x)z*

L’équation différentielle a résoudre est une équation de Bernoulli.

1
Exercice. Résoudre I'équation différentielle y’ = — y?——y+1 sur ]0,+ool[.
X X

On peut remarquer que x — X est une solution particuliere.
Les solutions maximales sont les fonctions :

1 1
X lni

sur |0, A[ et sur ]A,+oo[, avec A réel strictement positif.
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2.6 Equation homogéne

2.6.1 Définition. On appelle équation différentielle homogéne toute équation
différentielle de la forme :
/ Y
y'=f (—)
X

ol f est une fonction réelle continue et définie dans un intervalle I de R.
Elle se reconnait au fait qu’elle est invariante quand on remplace (x,y) par
(Ax,\y).

Résolution.

1. On cherche tout d’abord s’il y a une solution de la forme y = ax. Notons
que : y = ax solution <= a = f(a); on dit que a est un point fixe de
f.

2. Pour déterminer les autres solutions, on effectue le changement de fonc-
tion inconnue gz = f Onay =zx donc:

y' =2'x+z
Etona:
/ y /
y' =f (—) — 2'x+z2=f(2)
X
, f(@)—z
— z =—
X

Dans I’ensemble des (x,z) tels que f(z) # 2, 'équation 2’ = J% s’écrit
% -2 7 (Zl)_z = 0. C’est une équation a variables séparées.

Exercice. Résoudre I'équation différentielle :

, 1,1
y =y ——y+l1
X X

sur |0, 4+o0[.

3 Equations différentielles linéaires d’ordre n

3.0.1 Définition. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n une équa-
tion différentielle de la forme :

¥y = ay(x)y + a;(x)y 4+ a,_, ()y "D + b(x) (1)
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ol les a;(x) et b(x) sont des fonctions continues définies dans un intervalle J
de R et a valeurs dans K.

Si K =R (resp. K = C) on parle d’équation différentielle linéaire d’ordre n
réelle (resp. complexe).

L’équation :

y® =a,(x0)y +a;,(x)y’ + - +a, ,()y® D (&)
est appelée I'’équation homogene, ou sans second membre, associée a (&;).

3.0.2 Théoreme. Notations de 3.0.1. Soient x, € Jet Ay, ...,A,_; € K. Alors il
existe une et une seule solution maximale y de (&) telle que :

.)’(Xo) = 7\033’/(3(0) =N\ --,y(n_l)(xo) =M1
De plus y est définie sur J.
Démonstration. Admis. O

3.0.3 Théoreme. Soit E l'ensemble des solutions maximales de I’équation sans
second membre (&,). Alors :
1. O €L

2. Siy,,y,€Eetsia,a, €K alors a,y,; + a,y, € E. Par conséquent E est
un espace vectoriel sur K ; c’est un sous-espace vectoriel de F (J,K).

3. Soit x, € J. Soit @, : E— K" définie par :

‘I)xo(}’) = (Y(xo); ¥'(x0), -, }’(n_l)(xo))

Alors @, est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
4. Lespace vectoriel E est de dimension n.

5. Soit x, € J. Soient (yl, e ,yp) une suite de p éléments de E. Posons :

v = (3i(x0), ¥/(x0), -, ¥ V(o))

pouri=1,...,p. Alors la suite (yl, e ,yp) est une suite libre dans E si et
seulement si (vl, e, vp) est une suite libre dans K".

6. Soit x, € J. Soit (y1,...,y,) une suite d’éléments de E. Alors cette suite est
une base de E si et seulement si :

¥1(x0) Yalxo) ... Yn(xo)
)’{(Xo) }’é(xo) J’,/I(Xo)

¥ ) ¥ V) e ¥ ()
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7. Soit (y1,...,Y,) une suite d’éléments de E. Soit & : J — K définie par :

y1(x) Yolx) oo yu(x)
5(x) = y{fX) yo(x) ... yl(x)
Y0 ¥ Ly

Alors 8(x) # 0 pour au moins un x de J si et seulement si 6(x) # 0 pour
tout x de J. D’autre part & est continue. On dit que O est le wronskien de

(ViseeesYn)-
Si K = R et si & ne s’annule pas, alors & est toujours positive sur J ou
toujours négative sur J.

Démonstration. Exercice. O]

3.0.4 Théoreme. Notations de 3.0.1. Soit y, une solution maximale particuliére
de (&,). Alors on obtient toutes les solutions maximales de (&) en ajoutant a y,
toutes les solutions maximales de (&,).

Démonstration.

y :J— K n fois dérivable et

solution maximale de (&) <
g ' {y(”) =agy + +a, 1y P +b(x)

Y —Yo:J—K n fois dérivable et
= 1 (y-y0)™ =q, (y—yo)+"'( D
+an—1 (.y_yO) "

< y — Y, est solution maximale de (&,)
— Y =Y +z

Ou z est une solution maximale de (&,). O]

3.0.5 Proposition. Notations de 3.0.1. Supposons b(x) = o, b;(x) + o, by(x)
avec a4, 0, € K et by(x), b,(x) des applications continues de J dans K. Alors, si
y, (resp. y,) est une solution maximale de :

YW =ayy+a;y’ +-+a,_,y"V+b(x) (resp. by(x))
a;y; + a,y, est une solution maximale de (&;).

Démonstration. Exercice. O
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3.1 Méthode de variation des constantes

Notations de 3.0.1. Supposons connues n solutions maximales linéairement
indépendantes de ’équation sans second membre (&,) associée a (&;). Les
solutions maximales de (&,) sont les applications de J dans K de la forme :

Cly1+'“+cnyn

avec ¢q,...,c, € K. On admettra que les solutions maximales de (&) sont les
applications de J dans K de la forme :

c1(X)y; + -+ (x)y,

ol ¢;(x),...,c,(x) sont des applications dérivables de J dans K vérifiant le
systeme :

i)y -+ (x)y, =0
c(xX)y;+---+c(x)y =0

Ay P ()Y =0
Gy 4+ ey = b(x)

Pour chaque x dans J, ce systeme est un systeme de Cramer ; c’est a dire qu’il
comporte n équations linéaires a n inconnues avec une et une seule solution.

En résolvant ce systéme on obtient donc de maniere unique, et pour chaque
x dans J, les c;(x),...,c/(x). On en déduit ¢;(x),...,c,(x) qui sont définies a
une constante additive pres appartenant a K.

Exercice. On considere I'équation différentielle :

1/ 2 2 Vi .

y'=—-=y+ -y +sinx (D
x X

sur ]0,+o0[.

1. Montrer que les solutions de (1) sont les fonctions de la forme y =
ax +px2, oua,B €R. Ici K =R.

2. Montrer que les solutions de (1) sont les fonctions de la forme :
, [ sint )
Yy =XCOSX + X Tdt+ax+ﬁx
0

avec o, € R.
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4 Equations différentielles linéaires d’ordre n
a coefficients constants

Rappel. Soitz =a+ib € C avec a, b € R. On pose :

b4 a ib

el® =cosb+isinb et ef=-e%

Il est immédiat que pour tous z;,2, € C, on a e*1t%2 = ¢®1¢e%,
On vérifie facilement que pour tout intervalle J de R et pour tout A € C,
I'application de J dans C qui & tout x associe e** est dérivable, et I'on a

(e)»x)/ — A

4.0.1 Définition. On appelle équation différentielle linéaire d’ordre n a coeffi-
cients constants toute équation de la forme :

YW =aoy +ay -+ a,y" Y+ b(x) (Ey)

ol les a; appartiennent a K et ot b(x) est une fonction continue définie dans
un intervalle J de R et a valeurs dans K.

Si K =R (resp. K = C) on parle d’équation différentielle réelle (resp. com-
plexe) linéaire d’ordre n a coefficients constants.

L’équation sans second membre (ou encore homogene) associée a (E,) est :

YW =ay +ayy +ota Y (E,)
On appelle équation caractéristique de (E,) I'équation de degré n :
X"=ay+a; X+ +a, X! (Es)

4.0.2 Théoreme. Supposons que K = C. Soient A4,..., A, les racines de (E;).
On a de maniére unique :

X' =@, X" — g X —ap = (X =) (X xp)h"

En ne répétant pas un méme A;. On dit que Uentier strictement positif h; est
Pordre de multiplicité de A;,. Ona h; +---+h, =n.

Alors Uespace vectoriel sur C constitué par les solutions complexes de (E,) admet
pour base la suite :

hi—1_Ax
5

,xe o xMT e

hy—1 _Aox
,Xer L., x 2 Tet

e?xpx, xe?xpx, e th—lexpx
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Démonstration. Admis ; exercice éventuel. O

Exemple. Résoudre dans le domaine complexe :
yW=—y-2y" ey,

Léquation caractéristique de (1) est X* = —1—2X?, ou encore X*+2X*+1 = 0.
Ona:

X422 +1=X-1)*X+i)*=0

Les solutions maximales complexes de (1) sont donc les applications de R dans
C de la forme :

e+ ayxe™ +pBe”* +Poxe™
avec i, Oy, [‘))1: [‘))2 eC.

4.0.3 Théoreme. Notations de 4.0.1. Supposons que K = R. Soit E lespace
vectoriel sur R constitué par les solutions maximales réelles de U'équation (E,).
Pour obtenir une base de E, on peut procéder ainsi :
— On calcule les racines de (E;) dans C.
— Si A est racine réelle de (E;), alors on retient A. _
— Si A est une racine complexe non réelle de (E;), alors A est aussi une racine
de (E;); on retient soit A, soit A.
— On obtiendra une base de E en prenant, pour chacune des racines réelles A,
les fonctions :

Ax Ax

e xe, . xh e

Et pour chacune des racines complexes non réelles retenues, les parties réelles

et imaginaires de :

e%x’ xe?wcJ e Xh—lekx

ol h est Uordre de multiplicité de A.

Exemple. Résoudre dans le domaine réel ’équation différentielle :
W =—y-2y" ey

L’équation caractéristique de (1) est X* = —1 — 2X2 ou encore X* +2X> +1 =
(X —1)*(X+i)* Daprés 4.0.3, les solutions maximales réelles de (1) sont les
applications de R dans R de la forme :

y

o, Re(e™) + a, Im(e™) + B, Re(xe™) + B, Im(xe™)
avec o1, 0y, 31,85 € R; c’est a dire les applications de R dans R de la forme :
a; cos X + a, sinx + 3;x cos x + Byx sinx

avec ., Ay, [51: BZ eR.
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Exemple. On consideére I'équation :
y'=-13y +4y’

1. Résoudre (2) dans le domaine complexe.
2. Résoudre (2) dans le domaine réel.

L'équation caractéristique de (2) est :

X*=-13+4X

Elle admet pour racinesdans C: 24 3iet2—3i.Ona:

X2 —4X+13 = (X— (2+31) (X — (2 - 31))

61

(2)

1. Les solution maximales complexes de (2) sont les applications de R dans

C de la forme :

y = Qe30x 4 Be(Z—Z%i)x

avec a,f} € C.

2. Les solutions maximales de (2) sont les applications de R dans R de la

forme :

y= o Re (e(2+3i)x) 4+ [311'1’1 (e(2+3i)x)

avec a,f€R.Ona:

e(2+3i)x 2x ,3ix

= e2¥e3¥ = ¢2X (cos 3x +isin3x)

Les solutions maximales réelles de (2) sont les applications de R dans R

de la forme :

y = ae* cos3x + Be** sin3x

avec o, € R.

5 Résolution de I’équation (E,)

Pour résoudre (E;) on peut résoudre I’équation sans second membre (E,) as-
sociée a (E;) comme indiqué en 4.0.2 et 4.0.3, puis faire appel a la méthode

de variation des constantes (voir 3.1).

Pour certaines fonctions b(x) on peut procéder plus simplement. On déter-
mine tout d’abord une solution maximale particuliere de (E,) ; on résout (E,),

et on conclut au moyen de 3.0.4.
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5.0.1 Proposition. Supposons que b(x) = P(x)e*, ot P(x) est un polynéme a
coefficients dans K dont le degré est p, et ou A € K. Alors l’équation (E,) admet
toujours une solution maximale particuliére de la forme :

P
E ajxk ekx
j=0

si A n’est pas racine de Uéquation caractéristique (E;) de (E,) ; et de la forme :

p+h

a.x’ | e
2 : j
j=h

si A est une racine de (E;) d’ordre de multiplicité h (h = 1).
En pratique, une telle solution particuliére s’obtient en procédant par identifica-
tion.

5.0.2 Corollaire. Supposons que K =R et que :
b(x) =psinAx + qcosAix

avec p,q, A € R. Alors U'équation (E,) admet toujours une solution maximale
particuliére de la forme :
csinAx +dcosAx

ol ¢,d € R, ceci quand i\ n’est pas racine de (E;) ; si au contraire i\ est racine
de (E;) et si h est son ordre de multiplicité, alors (E,) admet toujours une solution
maximale particuliére de la forme :

x"(csinAx + d cos Ax)

Démonstration. Exercice. O

5.0.3 Corollaire. Supposons que K =R et que :
b(x) = (P(x)sinBx + Q(x) cosPx) e**

ott P(x) et Q(x) sont des polynémes a coefficients réels et out o, € R. Soit r =
sup (degP,degQ). Alors (E;) admet toujours une solution maximale particuliére

de la forme :
( (Z cjxj) sinfx + (Z djxj) cos Bx) e
j=1 j=1
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ol ¢;,d; €R, ceci quand o + if3 n’est pas racine de (E,).

Si o+ if3 est racine de (E;) avec h (= 1) comme ordre de multiplicité, alors (E,)
admet toujours une solution maximale particuliére de la forme :

r+h r+h
( (Z cjxj) sinfx + (Z djxj) cos [Sx) e
i=h i=h

Exercice. Résoudre dans le domaine réel :

ot ¢;,d; €R.

1/ 3 / .
y :—Zy+2y + sinx D

L'équation homogene associée est :

y//:__y+2y/ (2)

Son équation caractéristique est :

X2=—§—|—2X
4

X2—2X+§= x—1 X—E =0
4 2 2

Les solutions maximales réelles de (2) sont les applications de R dans R de la
forme :
1 3
y =aez* 4 Pe2*

oua,feR.
On cherche maintenant une solution maximale particuliére de (1) de la forme :

y =csinx +d cos x
avec ¢,d € R. En effet, i n’est pas racine de I’équation caractéristique.
y'=ccosx —dsinx et y”=-—csinx—dcosx

On reporte ceci dans (1) ; on obtient aprés simplification :

d
(—% +2d — 1) sinx + (_Z —26) cosx =0 (Vx€R)
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Il en résulte que —i+2d -1 :Oet—% —2c¢=0.0nadonc:

Les solutions maximales de (1) sont donc les applications de R dans R de la
forme :

b et = &g s 22
= ae: e2* — —sinx + — cosx
Y 65 65
avec a,f} € R.
Exercice. Résoudre dans le domaine réel :
y(‘” =y +cosx 3)
L'équation homogene associée est :
YW=y @

L’équation caractéristique associée a (4) est :
xt=1

Ona:

X -1=X-1DX+DX-1)X+i)=0
Les solutions maximales réelles de (4) sont d’apres 4.0.3 les applications de R
dans R de la forme :

y =a.e +ae ™ +p;Re (eix) + B, Im (eix)

= a,e* + e + B cosx + B, sinx

ol a4, a,, B, B, sont des constantes réelles arbitrairement fixées.
On cherche maintenant une solution maximale réelle arbitraire de (3) de la

forme :
y =x(csinx +d cosx)

avec c, d réels. En effet, i est une racine d’ordre 1 de I'’équation caractéristique.
Ona:
y® = (4d + cx)sinx — (4c — dx) cos x

On reporte dans (3), et on obtient :

(4d + cx)sinx — (4c —dx)cosx = xcsinx + xd cos x + cos x
=cxsinx + (1 +dx)cosx
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On en déduit en prenant x =0, que :

1
—4c=1<< c=—-

4
1

et en prenant x = PY que :

4d 4oz ==
C—=C—
2 2

etdoncd =0.
Les solutions maximales réelles de (3) sont donc les applications de R dans
R de la forme :

X
Yy =a.e" +a,e " +f; cosx +f,sinx — Zsmx

ol a4, a,, B, B, sont des constantes réelles arbitrairement fixées.



Chapitre IV

Intégrale dépendant d’un
parametre

K désigne R ou C.

1 Fonctions numériques de deux variables
réelles

1.0.1 Définitions.

1. Soit (U, v,), <y une suite d’éléments de R? et soit (a, b) un point de R?.
On dit que la suite (u,,v, ),y converge vers (a, b) si 'on alimu, = a et
limv, = b. On écrit alors :

lim (u,,v,)=(a,b)

n—-+o0o

et l'on dit que la suite (u,,V, ),y admet (a, b) comme limite.

neN
2. Soit A une partie de R?. On dit que A est une partie compacte de R? si :

(a) 1l existe M > O tel que pour tout (x, y) € A, l'on ait :
x| <M et |y|<M

On dit que A est bornée dans R?.

(b) Tout élément de R? qui est limite d’une suite de points de A appar-
tient lui-méme a A.

Exemple (trés particulier). Toute partie de R? de la forme [a, b] x [c,d] est
un compact de R2.

66
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1.0.2 Théoréme. Soit A une partie compacte de R*. Alors de toute suite (x,), <y
de points de A on peut extraire une suite qui converge vers un point de A.

Démonstration. Admis. m
1.0.3 Définitions. Soit A une partie de R? et soit f : A — K.
1. Soit (a, b) € A. On dit que f est continue en (a, b) si :
Ve >0,dn >0,
( (x,y) €A,

)2|f(x,y)—f(a,b)|<e
x —al <m,|y—b|<n

11 est équivalent de dire que pour toute suite (u,,v,),<y de points de A,
la suite (f (up,Vv,)),cn converge vers f(a, b).
2. On dit que f est continue sur A si f est continue en tout point de A.

3. On dit que f est uniformément continue sur A si :

Ve >0,3n >0,
(x1,¥1) €A, (x5, ¥,) €A,
( |J:1 i/lx2| < n,Tylyi Y| < ﬂ) = [fx, 7)) — f(x5, 30| <&

Il est immédiat que si f est uniformément continue sur A alors f est
continue sur A.

1.0.4 Théoréme. Soit A une partie compacte de R? et soit f : A — K continue.
Alors f est uniformément continue.

Démonstration. On raisonne par ’'absurde. On suppose que f n’est pas unifor-
mément continue. Alors :

de>0,Yn > 0,3(xy, 1) €A, 3(x;,¥2) €A,
N _}’2| <mn et If(x1,}’1)—f(xz,J’2)| Z e

IX 17 X2| <m,
On choisit € > 0 tel que la condition ci-dessus soit remplie.
Pour tout n € N*, soient (U1, Vp1), (U, Vo) € A tels que :

1
<-,
n

S

1
< E et |f(un1; vnl) _f(unzz vn2)| >

Upy — Upp Vi1 = Vn2
Soit (unkz, Vnkz) <y une sous-suite de (U, Vy2) ey qQui converge vers un point
(x,y)€ A (voir 1.0.2). On a :

1

ny Ny ng

1
unkl - unkz{ < n_ et
k
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La suite (unkl)keN (resp. (vnkl)keN) converge donc vers x (resp. y). Autre-

ment dit, la suite (unkl, V1) oy CODVEIrge Vers (x, y).

Comme f est continue, ona:
lillgnf(unkly vnkl) = f(x) J’) et liFf(unkZJ Vnkz) = f(xﬁ }’)

On a donc :
kl—i>£—noo ’f(unkl’ Vnkl) - f(unkz’ V”kz)’ =0

Ce qui est absurde car :

[ s V1) = f (g2 V)| > €

pour tout k € N. m
1.0.5 Proposition. Soit A une partie de R? et soient f, g deux applications de A
dans K continues en un point donné (a, b) de A. Alors :

1. f + g est continue en (a, b).

2. f g est continue en (a, b).

3. Af est continue en (a, b) pour tout A € K.

4. Si f ne s’annule pas, J% : A — K définie par %(x) = ﬁ est continue en

(a, b).
5. |f~ : A — K définie par |f| (x)= |f(x)| est continue en (a, b).
6. Supposons que A=X XY avecXCRetY CR. Soit f, : Y — K définie par

£.00) = f(a,y) et soit f, : X — K définie par f,(x) = f (x, b).
Alors f,, (resp. f;) est continue en b (resp. en a).

Démonstration. Exercice. O

Exemple. Soit A une partie de R? et soit f : A — K une fraction rationnelle &
deux variables réelles, et a coefficients dans K. Alors f est continue sur A.
Par exemple f : R?\ {(0,0)} — R définie par :

3x3y +5x*+1
x*+y®

flx,y)=

est continue.
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2 Intégrales définies dépendant d’un parametre

2.0.1 Lemme. Soient [a,b] un segment de R, XCRet f : [a,b] X X — K une
application continue sur [a, b] x X. Soit x, € X.
Alors pour tout réel € > 0, il existe un réel | > O tel que :

(xeX, x—x0| < et tE[a,b]) =>~f(t,x)—f(t,xo)| <e

Démonstration. Admis. Analogue a 1.0.4. O

2.0.2 Théoreme. Soient [a, b] un segment de R, X une partiede Ret f : [a, b] x
X — K continue. Soit F : X — K définie par :

b
F(x) = J f(t,x)dt

est continue sur X.
Démonstration. Soit x, € X; montrons que F est continue en x,. Soit € > 0.

D’aprés 2.0.1, il existe ) > O tel que :

(xeX, x—x0| <nett€[a,b]) :>|f(t,x)—f(t,xo)|<L
b—a

Six eXetsi |x—x0|<n,ona:

b b
|F(x) — F(xo)| = J f(t,X)dt—J f(t,x)dt

b
= f (f(t,x) = f(t,x0)) dt

b
sf £ (£, ) — £(t,%,)| dt

2.0.3 Définitions. Soient I et J deux intervalles de R et soit f : I X J— K.
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1. Soit ay € I x J; on a ay = (o, X,). Soit f, :J— K définie par f, (x) =

f (to, x) pour tout x € J.

Si f,, est dérivable en xq, ( fto)/ (x,) est appelée la dérivée partielle de f

par rapport a x en a, et est notée :

of
a(ao)

2. Si ﬂ(a) existe pour tout a € I xJ, 'application de I x J dans K qui a tout

a €1 x J associe —(a) est notée :

of of
a ou a(t,X)

et est appelée la (fonction) dérivée partielle de f par rapport a x sur

IxJ.

2.0.4 Théoréme (dérivation sous le signe f ). Soit J un intervalle de R et soit

f :[a,b] xJ — K continue. On suppose que —(t x) existe sur [a,b] x J et

qu’elle est continue. Soit F : J — K définie par :

b
F(x) = J f(t,x)dt

pour tout x € J.
Alors F est dérivable et Uon a :

b
F(x)= J %(t,x)dt

Rappelons que comme —(t x) est continue sur [a, b] x J, Uapplication de [a, b]

dans K qui a t associe —(t X ) est continue sur [a, b], ceci pour tout x € J.

Démonstration. Soit x, € J. Montrons que :

lim Fx) ~Flx) f —(t, Xx,)dt

X=X X — XO
xel\{xo}

Soit € > 0. D’aprés 2.0.1 appliqué 2 a 11 existe n > 0 tel que :

(x e J, of

| <n,telab]) = ity x| <
M ’ ox Y T xSy
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Soit t € [a, b] et soit x €J\ {x,}.

Appliquons le théoréme des accroissements finis sur le segment d’extrémités
X et x, a la fonction dérivable qui a tout u associe f(t,u)— (u— xo)g—i(t, Xo) :
il existe ¢ strictement compris entre x et x, tel que :

Uuw4w%%mmyvmm]aﬂ) of

X — Xo ox

(t) XO)

Autrement dit tel que :

—F(t,x,) @ 0
ACEIRd (GO P L AP A
X

X—XO

Soit x € J\ {x,} tel que {x — xo} <1 ;on a aussi |c — x0~ <,doncona:

%,
‘Qt%fum —
Et par conséquent :
ft,x)—f(t,x,) Of €
X — X, _3_(t’ 0)<b—

Soit alors x € J\ {x,} tel que ’x —x0’ <m;ona:

WAGEO RS IGED
F(x) = F(x,) e X =X
J _(t, O)dt b
X = Xg of
—J a—(t,xo)dt
f 63f(t,xo) dt
X — X, ox

Exemple. Soit f, : [0,1]x]0,+o0[— R l'application définie par :

falt,x) = (neN)

(tZ 2)n
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La fonction f,, est continue sur [0,1]x]0,+o0o[. On a:

af"(t )= 2nx
ox )= (t2 + x?)ntl

La fonction af:(t, x) est continue sur [0,1]%x]0,+oo[.
Soit F, :]0,+0o[— R I'application définie par :

b
Fn(X):JO mdt

D’apres 2.0.4, F,, est dérivable sur ]0,+oo[ et 'on a :

—2nx

F)=| —5—dt
o (t2 4+ x2)

On a donc :

F/,(x) = —2nXF,,, (x)

On aF,(x)= %Arctani ; en utilisant (1) on obtient F,(x), puis F5(x), etc.
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