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Chapitre I

Relation d’équivalence et relation
d’ordre

I.1 Relation d’équivalence

1.1 Relation binaire

1.1.1 Définition. Soit E un ensemble. On appelle relation binaire sur E une
propriété Z sur E X E, c’est a dire concernant les éléments (x,y) de E X E.
Cette propriété est vraie pour certains (x, y) de E X E et fausse pour les autres.
Si Z est vraie en un point (x,y) de E x E, on écrit :

XRy

et on dit que le couple (x, y) vérifie Z. Le graphe d’une relation binaire # sur
E est par définition :
{(x,y)€EXE/x®y}

On identifie # et son graphe.

Exemple. Si E est 'ensemble des droites du plan, on définit une relation bi-
naire & sur E par exemple en posant D;#ZD, si et seulement si D; L D,.

Remarque. 11 arrive que 'on dise «la relation binaire x2y sur E » au lieu de
dire «la relation binaire & sur E ». Par exemple, pour 'exemple précédent, on
peut parler de «la relation binaire D, est perpendiculaire a D, ».

1.2 Relation binaire induite

1.2.1 Définition. Soit # une relation binaire sur un ensemble E. Soit mainte-
nant A un sous-ensemble de E. La relation binaire &£, sur A induite par & est

3



CHAPITRE I. RELATION D’EQUIVALENCE ET RELATION D’ORDRE 4

définie ainsi : pour tout (x,y) € Ax Aona xZ%,Y si et seulement si xZy. Au
niveau du graphe, on a donc :

Rp=RN(AXA)

Remarque. Si Z# est une relation binaire sur un ensemble E et si A est un sous-
ensemble de E, la relation binaire %, induite par & sur A est le plus souvent
notée a nouveau .

1.3 Relation d’équivalence

1.3.1 Définition. Soit E un ensemble. On appelle partition de E tout ensemble’
-/ de parties de E tel que :
— A# 0 pour tout A € ..

- UAeﬂA:E'
- siA,Be .o etsiA#Balors ANB=10.

1.3.2 Définition. On appelle relation d’équivalence sur E toute relation binaire
Z telle que :

— xRy pour tout x € E; on dit que Z est refléxive.

- xRy =—> yRXx pour tous x,y € E; on dit que &# est symétrique.

- (xRy et yRz) =—> xRz ; on dit que £ est transitive.

Remarque. Soit #Z une relation d’équivalence sur un ensemble E. Si x, y € E et
si x4y on dit que x est équivalent a y suivant £. Une relation d’équivalence
sur E est souvent notée ~ au lieu de Z.

Exemples. 1. Sur tout ensemble E, I'égalité est une relation d’équivalence.

2. Soit p € N*. La relation binaire ~ sur Z, définie par m ~ n si et seulement
s’il existe k € Z tel que m —n = pk, est une relation d’équivalence sur Z.
Notons que I'on pose souvent pZ = {pk/k € Z} ; la relation précédente
sur Z s’écrit alors :

mn~n < m—nepz

Sim,n € Z etsim~ n, on écrit :
m=n modp

Ce qui se lit « m est congru a n modulo p ».

10n utilise parfois le terme « collection » pour un ensemble de sous-ensembles.
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1.4 Classes d’équivalence

1.4.1 Définition. Soit E un ensemble et soit ~ une relation d’équivalence sur
E. Si x € E on appelle classe d’équivalence de x suivant ~ 'ensemble des y € E
tels que x ~ y. On la note C,, C(x), X ou X.

1.4.2 Propositions. Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E.
Alors :

1. x € C, pour tout x € E.

2. x~y <& C,=C, < C,NC, #0. Deux classes d’équivalence C, et
C, avec x, y € E sont donc disjointes ou confondues.

Démonstration. On a x ~ x donc x € C,, ce qui établit le 1. Vérifions 2. 11 suffit
de montrer que :

x~y=C,=C,—=C,NC, #0=—=x~y

Supposons x ~ y. Siz € C,,ona y ~ g, donc x ~ g, dou z € C,, ce qui
implique que C, C C, ; comme on a y ~ x, il résulte de ce qui précede que
C, € C,, dou C, = C,. Supposons maintenant que C, = C,, alors, d’apres le
1, C, NC, # 0. Supposons enfin que C, NC, # 0. Soitz €C, NC,.Onax ~z
carz€C, ety ~z carz € C,. On a donc x ~ y par transitivité. [

1.4.3 Corollaire. Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E. Alors
Uensemble {C,/x € E} des classes d’équivalence suivant ~ est une partition de E.
On dit que c’est la partition de E associée a ~. Pour tous y,z €E,ona y ~ z si
et seulement si y et z appartiennent a la méme classe d’équivalence.

Remarques. 1. Les éléments de la classe C, sont appelés les représentants
de la classe C, .

2. Inversement, soient E un ensemble et .o/ une partition de E. Alors, la
relation binaire # sur E définie par xZy si et seulement si x et y ap-
partiennent au méme A de . est une relation d’équivalence sur E. La
partition de E associée a # n’est autre que ./ ; c’est a dire que pour tout
x €E, C, est'élément A de ./ tel que x € A.

1.5 Ensemble quotient

1.5.1 Définition. Soient E un ensemble et #Z une relation d’équivalence sur
E. Alors, 'ensemble dont les éléments sont des classes d’équivalences suivant
Z est appelé Uensemble quotient de E par Z et est noté %. SiAe % on appelle
représentant de A tout élément x de E qui appartient a A.
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1.6 Surjection canonique

1.6.1 Définition. Soit E un ensemble et soit #Z une relation d’équivalence sur
E. Uapplication :

x—>Cx:E'—>§

est surjective. On I'appelle la surjection canonique de E sur %.

1.7 Décomposition canonique d’une application

Soient E et F deux ensembles et f : E — F. Il est immédiat que la relation
binaire # sur E définie par xZy si et seulement si f(x) = f(y) est une
relation d’équivalence sur E. Si x,y €E,on a :

xRy < C,=C, <= f(x)=f()
On peut donc définir une application h : % — f(E) en posant h(C,) = f(x)
pour tout C, € ~  (x € E). Rappelons que f(E) = {f (x)/x € E}. Cette appli-

cation h est bijective ; elle est injective car, si h(C,) = h(C, ), alors f (x) = f(y)
donc C, =C, (x et y sont des points de E) ; elle est surjective, car :

E B E B B
v(5)={reaee g} = roren = s@

Soit ¢ : E— ; la surjection canonique définie par :
e(x)=C, (x€E)
et soit j : f(E) — F définie par :
M=y ef®)
Ona f = gohoy. En effet, pour tout x €E :
(johow)(x)=j ((how)(x)) = (how)(x)=h(p(x)) =h(C,)=f(x)

La décomposition f = jo ho g est appelée la décomposition canonique de
I'application f. Elle est représentée par le diagramme suivant :

S g

¢

R

j
—" f(E)

L |m

Le diagramme est commutatif.

Remarque. Soient E un ensemble, Z une relation d’équivalence sur E, et A une
partie de E. Alors, la relation binaire %, induite par £ sur A est une relation
d’équivalence. Pour tout x €A, ona C, 5 =C, 5 NA.
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I.2 Relation d’ordre

2.0.1 Définitions. Soit E un ensemble.

1. On appelle relation d’ordre sur E toute relation binaire £ sur E telle que :
— xZx pour tout x € E; on dit que Z est réflexive.
- (xZy et yRz) =—> xRy pour tous X, Y,z € E; on dit que Z est tran-
sitive.
- (xZyetyRx) = x = y pour tous x,y € E; on dit que Z est
antisymétrique.

2. L'ensemble E muni d’'une relation d’ordre & est appelé un ensemble or-
donné. On parle de 'ensemble ordonné (E, Z ). Une relation d’ordre sur
un ensemble est le plus souvent notée <, lue « inférieur ou égal ».

3. Soit (E, <) un ensemble ordonné. Deux éléments x et y de E sont dits
comparables silona x <y ouy < x.Sipourtous x,y €E,onax <y
ou y < Xx, on dit que < est une relation d’ordre total sur E et que (E, <)
est un ensemble totalement ordonné.

Remarque. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soient x,y € E. Silonax <y
et x # y, on écrit souvent x < y, qui se lit « x strictement inférieur a y ».
Exemples.

1. R muni de 'ordre usuel est un ensemble totalement ordonné.

2. Soit F un ensemble et soit E = & (F), 'ensemble de toutes les parties de
F. Alors, la relation d’inclusion A C B (A, B € E) est une relation d’ordre
sur E. Ce n’est pas un ordre total, sauf si F est un singleton ou si F = 0.

3. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A C E. Alors la relation binaire
sur A induite par < est une relation d’ordre sur A. On la note <, ou le
plus souvent <. Si (E, <) est totalement ordonné, alors (A, <) I'est aussi,
mais la réciproque est fausse.

4. Soit E un ensemble et (F,<) un ensemble ordonné. Soit % (E,F) l'en-
semble de toutes les applications de E dans F. La relation binaire < sur
Z (E,F) définie par :

Vi, g€ Z(EF),f <g & (VYx€E, f(x)<g(x))

est une relation d’ordre sur Z (E, F).

2.1 Eléments remarquables d’'un ensemble ordonné

2.1.1 Définitions. Soit (E, <) un ensemble ordonné et soit A une partie de E.
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1.

S’il existe m € E tel que x < m pour tout x € A, on dit que A est majorée
dans E et que m est un majorant de A dans E. De méme, on définit
«minorée » et « minorant ». Si A est a la fois majorée et minorée dans E,
on dit que A est bornée dans E.

. Un élément m de E est appelé plus grand élément de A, ou encore maxi-

mum de A, si m est un majorant de A qui appartient a A. Si A admet un
plus grand élément, il est unique. En effet, soient m et m’ des éléments
de E tels que m et m’ soient plus grand élément de A. Comme m majore
A et comme m’ appartient 3 A, on a m’ < m; de méme on a m < m’ et
par conséquent m = m’. Le plus grand élément de A, s'il existe, se note
maxA.

. Un élément m de E est appelé borne supérieure de A dans E si c’est le

plus petit des majorants de A dans E. La borne supérieure de A dans E,
si elle existe existe, est unique et est notée supg A.

Soit m € E. On dit que m est un élément maximal de E si :
(x€eEetm<x)=m=x

Si m est un maximum de E, alors m est un maximal de E et c’est le seul.

Remarque. Soit m € E. Alors :

m = max{A} = m = sup{A} = m majorant de A dans E.

Exemples. 1. Munissons R de son ordre usuel <. Alors 1 est la borne su-

2.

3.

2.2

périeure de [0,1[ dans R; O est le minimum de [0,1[; [0, 1[ est borné
dans R ; N est une partie de R non majorée dans R ; etc.

Soit X un ensemble. Munissons E = 2 (X) de I'inclusion C. Alors X est le
maximum de E et @) est le minimum de E.

Soit X un ensemble et soit E = 2 (X) \ {X}. Munissons E de I'inclusion C.
Alors, pour tout x € X, X\ {x} est un maximal de E.

Applications monotones

2.2.1 Définitions. Soient (E, <) et (F, <) deux ensembles ordonnés et 'appli-
cation f : E — F.

On dit que I'application f est croissante si x < y implique f(x) < f(¥).
On dit que f est strictement croissante si x < y implique f(x) < f(y).
On dit que f est monotone si f est croissante ou décroissante.

On dit que f est strictement monotone si f est strictement croissante ou
strictement décroissante.



Chapitre II

Lois de composition
Groupes, anneaux et corps

II.1 Lois de composition interne

1.0.1 Définitions. Soit E un ensemble.

1. On appelle loi de composition interne sur E toute application T («truc »)
de E x E dans E.

2. Pour tout (x,y) € E X E, 'image de (x, y) par T est notée x Ty, au lieu
de T ((x,y)), et est appelée le composé des termes x et .

3. On appelle magma tout couple (E, T) constitué par un ensemble E et une
loi de composition interne T sur E.

4. Soit (E, T) un magma et soit A une partie de E. On dit que A est stable
pour la loi T si x Ty € A pour tout (x,y) € Ax A *. Alors I'application
To:AXA— Aquiatout (x,y) € A XA associe x Ty est alors une loi
de composition interne sur A. On dit que T, est la loi induite par T sur
A. En général, on garde T comme notation pour parler de T,.

Remarques. 1. Au lieu d'utiliser le symbole T, on utilise aussi les symboles
1,%, 4+, %x,U,N,o0,...
2. Si on utilise le symbole +, on dit que la loi est notée additivement, et
pour tout (x,y) € E X E, x + y est appelé la somme des termes x et y.

3. Si on utilise le symbole X, on dit que la loi est notée multiplicativement,
et pour tout (x,y) € E X E, x X y, noté aussi x - y ou méme xy, est
appelé le produit des termes, ou facteurs, x et y.

1On écrit aussi pour tous x,y € A.
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Exemples. 1. (R,+), ici E=R et la loi de composition :
(x,y)—x+y:RXxR—R
2. (R, x), ici E=R et loi de composition :
(x,y)—x Xy :RxR—R

3. (Z(X),U), ol X est un ensemble. Ici E = #Z(X) et loi de composition

interne :
(A,B)— AUB:EXE—E

4. (Z(X,X),0), ou X est un ensemble et ou .Z (X, X) est 'ensemble de toutes
les applications de X dans X. Ici E = Z(X,X) et loi de composition in-

terne :
(f,8) = fog: FXX) x F(XX) — F(X,X)

1.1 Composé de x,x,,...,X,

1.1.1 Définition. Soit (E, T) un magma. Soit n € N*. Si x;,X,...,x, €E, le
composé x; I x, T ... Tx, des termes x;, X, ..., X, est défini par récurrence sur
n en posant :

X sin=1

Tx, T...Tx, =
X114 Xn {(xlszT...Txn_l)Txn sin>2

n
Ce composé peut s’écrire [ x;, ou encore :
i=1
n
Tx lorsque x;=x,=--=Xx,=Xx

En notation additive on écrit Z?:l x; au lieu de T}_ x; et 'on parle de la
somme des termes Xx;, X, ..., X, ; de plus on écrit nx au lieu de T"x. En nota-
tion multiplicative, on écrit ]_[?:1 x;, ou X! x;, au lieu de T? ,x; et I'on parle
du produit des termes x,, x5, ..., X, ; de plus on écrit x" au lieu de T"x.

1.2 Associativité

1.2.1 Définition. Soit (E, T) un magma. On dit que la loi T est associative si
pour tous x,y,z €Eona:

(xTy)Tz=xT(yTz)

et dans ce cas, on dit que (E, T) est associatif.
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Exemples. Les exemples (R, +), (R, x), (Z(X),U), et (F(X,X), o) donnés en
I1.1 sont des magmas associatifs.

1.2.2 Proposition. Soit (E, T) un magma associatif. Alors pour tous X,...,X,
de E, le composé x; Tx, T ... Tx, ne dépend pas des regroupements effectués au
cours du calcul, mais il ne faut pas changer Uordre des termes. Par exemple, on
a:

X1 T Tag T, Txs Tag T, = (06T [ Txg) T, Ts)]) T (%6 Tx7)

1.3 Commutativité

1.3.1 Définition. Soit (E, T) un magma. On dit que deux éléments x et y de
E commutent si x Ty = y Tx. On dit que la loi T est commutative, et que le
magma (E, T) est commutatif, sion a x Ty = y Tx pour tous x,y € E.

Exemples. Les exemples (R,+), (R, x), (#£(X),U) donnés en II.1 sont des
magmas commutatifs. Par contre, le magma (% (X, X), o) n’est pas commutatif,
sauf si X est vide ou est un singleton.

1.3.2 Proposition. Soit (E, T) un magma associatif et commutatif. Alors pour
tous x4, Xy, ...,X, €E, le composé x; Tx, T ... Tx, ne dépend pas de Uordre des
termes.

Remarque. En pratique, on utilise le symbole + uniquement si la loi est com-
mutative.

1.4 Elément neutre

1.4.1 Définition. Soit (E, T) un magma. On appelle élément neutre de E pour
T (ou de (E, T)) un élément e de E tel que 'on ait x Te = x et e Tx = x pour
tout x € E.

1.4.2 Proposition. Si (E, T) posséde un élément neutre, alors il est unique. En
effet, si e, et e, sont éléments neutres, alors e; e, = e; = e,.

Exemple. On reprend les exemples donnés en II.1. Alors O est élément neutre
de (R, +); 1 est élément neutre de (R, x) ; 0 est élément neutre de (#(X),U);
Id, est élément neutre de (£ (X, X), o).

Remarque. En notation additive (resp. multiplicative), 'élément neutre, s'il
existe, est souvent noté O (resp. 1) et il est appelé le « zéro » (resp. «'élément
unité ») de E.



CHAPITRE II. LOIS DE COMPOSITION GROUPES, ANNEAUX ET CORPS 12

1.5 Elément régulier

1.5.1 Définition. Soit (E, T) un magma. Un élément a de E est dit régulier a
gauche si, pour tous x, y € E, I'égalité aTx = a Ty implique x = y. On a bien
stir aussi la notion a droite. Un élément de E qui est régulier a gauche et a
droite sera dit régulier.

1.6 Symétrique

1.6.1 Définition. Soit (E, T) un magma admettant un élément neutre e. On
dit qu'un élément x de E est symétrisable pour la loi T §’il existe x’ € E tel que
xTx" =e et x’Tx = e. On dit alors que x’ est un symétrique de x pour T.
Notons que x’ est également symétrisable et que x en est un symétrique. En
notation additive, x’ est noté —x et est appelé un opposé de x. En notation
multiplicative, x’ est noté x~! (ou i) et est appelé l'inverse de x ; de plus, on
dit « inversible » au lieu de symétrisable.

Remarques. 1. On dit que deux éléments u et v de E sont symétriques pour
T siuTv =vTu=e. En notation additive (resp. multiplicative), on dit
que u et v sont opposés (resp. inverses).

2. Notons que eTe =e.
1.6.2 Proposition. Soit (E, T) un magma associatif admettant e pour élément
neutre.

1. Si x € E et si x est symétrisable pour T, x admet un seul symétrique.

2. Si x € E et si x est symétrisable pour T, alors x est régulier.

3. Six,y €Eetsix ety sont symétrisables pour T, alors x Ty est symétri-
sable et Von a (xTy) = y’Tx’, ott y’ et x’ sont les symétriques respectifs
de y et de x.

4. Si a € E et si a est symétrisable pour T, alors pour tout b € E il existe
un unique x € E tel que aTx = b, a savoir x = a’Tb. Signalons qu’en
notation additive, a’ T b devient (—a)+ b ce que U'on convient d’écrire b—a,
que lUon appelle « différence » entre b et a.

Démonstrations. 1. Soient x’,x” € E tels que I'on ait x Tx' = x'Tx = e et
xTx"” = x"Tx =e. On veut montrer que x’ Tx”. On a :

X =x'Te=x"T(xTx")=(x'Tx)Tx" =eTx" =x"
3. Ona:
XTYT'TX)=xT(yTy)Tx'=xTeTx' =xTx'=e
Demémeona (y'Tx)T(xTy)=e.
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. et 4. Exercices.
O

Exemples. Notations de II.1. Ce sont tous des magmas associatifs avec élé-

ment neutre.

1. Dans (R, +) tout x a un opposé —x.

2. Dans (R, X) tout élément autre que 0 a un inverse x!.
3. Dans (2 (x),U), 0 est le seul élément symétrisable.
4

. Dans (Z (X, X), o), les éléments symétrisables sont exactement les bijec-
tions de X sur X et le symétrique d’'une bijection f € Z(X,X) est I'appli-
cation réciproque f 1.

1.6.3 Proposition. Soit (E, T) un magma associatif et soit x € E. Pour tous

p,q€Nona:
P q p+q p (4 Pq
(Tx) T (Tx) =T e T (Tx) =Tx (D
En notation additive cela donne :
px+qx=(p+qg)x et p(gx)=(pg)x
En notation multiplicative cela donne :

Si (E, T) admet un élément neutre e, les égalités (1) sont encore vraies pour tous
p,q € N a condition de poser T°x = e, Ox = e ou x° = e. Si de plus x est
symétrisable, les égalités (1) sont vraies pour tous p,q € Z a condition de poser
T =T "x’, nx = (—n)(—x) ou (x" = (x"1)™" quand n < 0.

1.7 Distributivité

1.7.1 Définition. Soit E un ensemble et soient T et * deux lois de composition
interne sur E. On dit que la loi T est distributive a gauche par rapport a la loi
* si, pour tous x,y,z €E,ona:

xT(y*z)=(xTy)*(xTz)

On dit que T est distributive a droite par rapport a N* si pour tous x, y,z € E,

ona:
(x*xy)Tz=(xT2)*(yT2)

On dit que T est distributive par rapport a * si T est distributive a gauche et a
droite par rapport a *.
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1.7.2 Proposition. Soient E un ensemble, T et * deux lois de composition interne
sur E, et A une partie de E stable pour T et *. Alors :

1. Si T est associative (resp. commutative), T , Uest aussi.
2. Si T est distributive par rapport a *, T, Uest par rapport a *,.

3. Si e est élément neutre de E pour T et si e € A alors e est élément neutre de
A pour T,.

1.8 Loi produit

1.8.1 Définition. Soit (E;, T;) et (E,, T,) deux magmas. La loi de composi-
tion interne T sur E; X E,, produit des lois T, et T, est définie par :

v (xlaxz) s ()’1;3’2) €E; xXE, (Xl;xz) T (}’1;)’2) = (X1T1)’1;X2T2)’2)

1.8.2 Propositions. Soit (E;, T;) et (E,, T,) deux magmas.
1. Si T, et T, sont associatives (resp. commutatives), T lUest aussi.

2. Siey (resp. e,) est élément neutre de T, (resp. T,) dans E; (resp. E,) alors
(eq,e,) est élément neutre de (E; X E,, T).

1.9 Homomorphismes

1.9.1 Définitions. Soient (E, T) et (F, *) des magmas.

1. On appelle homomorphisme de (E, T) dans (F, *) toute application f de
E dans F telle que :

Vx,y€E f (xTy)=f()*f(y)

Un homomorphisme de (E, T) dans (E, T) est appelé un endomorphisme.

2. On appelle isomorphisme de (E, T) sur (F,*) tout homomorphisme bi-
jectif de (E, T) sur (F, ). Si f est un tel isomorphisme, alors f ! est un
isomorphisme de (F, ) sur (E, T). S’il existe au moins un isomorphisme
de (E, T) ou (F, *) on dit que ces deux magmas sont isomorphes. Un iso-
morphisme d'un magma (E, T) ou (E, T) est appelé un automorphisme.

Exemples. 1. L’application n — 2" : (N,+) — (N, x) est un homomor-
phisme.
2. Lapplication x — Inx : (Ri, x) — (IR, +) est un isomorphisme.

3. Soit X un ensemble, l'application A — (A : (2 (X),U) — (2 (X),N) est
un isomorphisme.
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1.9.2 Propositions. Soient (E, T) et (F,*) deux magmas et f : (E, T) — (F, %)
un homomorphisme. Alors :

1. f(E) est une partie de F stable pour *. La loi induite par * sur f(E) est
notée *g ) ou le plus souvent .

2. Si (E, T) est associatif (resp. commutatif), (f(E),*) est associatif (resp.
commutatif).

3. Si e est élément neutre de (E, T) alors f (e) est élément neutre de (f (E), *).
De plus, si x € E et si x admet un symétrique x’, alors f(x) admet f(x")
comme symétrique dans (f (E), *).

4. Soit (G, L) un magma et soit g : (F,*) — (G, L) un homomorphisme. Alors
gof :(E, T)—(G,_L) est un homomorphisme.

1.10 Loi quotient
1.10.1 Définition. Soient (E, T) un magma et £ une relation d’équivalence
sur E.

1. On dit que % est compatible avec T si, pour tous x;,X,, Y, Y, € E tels
que x{Zx, et y,Zy,,ona:

(x1Ty) Z (x,Ty2)

2. Supposons Z compatible avec T. Pour tout x € E, notons x (ou C,) la
classe d’équivalence de x suivant #. On appelle loi quotient de T par #
la loi de composition interne T sur % définie par :

E _ -
Vx,y € 7 xTy=xTy (x,y€E)

Cette définition a un sens, car # est compatible avec T. On dit que
(%, T) est le magma quotient de (E, T) par £. En pratique, on utilise

T comme symbole plutdt que T.
1.10.2 Propositions. Soient (E, T) un magma et & une relation d’équivalence
sur E.
1. La surjection canonique ¢ : (E, T) — (%,T) définie par @(x) = X pour
tout x € E est un homomorphisme par définition de la loi T.
2. Si (E, T) est associatif (resp. commutatif), (%,T) Uest aussi.

3. Sieestélément neutre de (E, T ), e est élément neutre de (%,?) De plus, si

x € E admet un symétrique x’ pour T, alors X admet x’ comme symétrique
dans (%, T).
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Probleme. Soit p € N*. Soit Z la relation binaire sur Z définie par nZm si et
seulement si n —m € pZ ou pZ = {pk/k € Z}.
1) Montrer que £ est une relation d’équivalence sur Z et qu’elle est com-
patible avec + et X.
7 (== -
2) Montrer que = {O,l,...,p — 1}.

3) Construire les tables de (3%, +) et de (3%, x). De méme avec ( Z +)

L
Z
et (4—2, X ) .
Rappel : sin € Z et si p € N* alors il existe g, r € Z uniques tels que :

n=pq+r et O0<r<p

II.2 Groupes

2.0.1 Définitions.

1. On appelle groupe tout magma (G, T) tel que :
— T est associative.
— Il existe dans (G, T) un élément neutre.
— Tout élément de G est symétrisable pour T.

2. On appelle groupe commutatif, ou encore groupe abélien, tout groupe
(G, T) dontlaloi T est commutative.
Remarques.

1. Méme lorsque plusieurs groupes sont en présence, les loi de groupe
sont le plus souvent notées multiplicativement, a ’exception des lois de
groupe abélien qui sont notées additivement.

2. On parle habituellement du « groupe G » au lieu du « groupe (G, T) ».

Exemples.
1. (Z,4),(Q,+),(R,+),(C,+), (Q*, x),(R*, x) et (C*, x) sont des groupes
commutatifs.

2. L'ensemble des bijections d’'un ensemble X sur lui-méme est un groupe
pour la loi o de composition des applications. Il n’est pas commutatif,
sauf si X est vide ou est un singleton.

3. Pour tout ensemble X, (#?(X), A) est un groupe commutatif. Rappelons
quesiA,Be #(X) :

AAB = (A\B)U(B\A)

4. Le singleton {e} est un groupe pour la loi eTe =e.
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2.1 Sous-groupes
2.1.1 Définition. Soit (G, -) un groupe et soit e son élément neutre. On appelle
sous-groupe de G toute partie H de G telle que :

1. eeH.

2. Vx,y€H x-y€H.

3. VxeH x'eH.
Si H est un sous-groupe du groupe (G, -), alors H muni de la loi induite est un
groupe.
Exemples.

1. Z est un sous-groupe de (R, +). R’ est un sous-groupe de (R*, x).

2. Les sous-groupes de (Z,+) sont les parties de Z de la forme pZ avec p
arbitrairement fixé dans N.

3. Si(G,-) est un groupe, alors G et {e} en sont des sous-groupes.

2.2 Homomorphismes de groupes
2.2.1 Définition. Soit (G, -) et (G’,-) d’éléments neutres respectifs e et e’, et
soit f : (G,-) — (G, -) un homomorphisme. Alors :

1. f(e)=r¢.

2. f(G) est un sous-groupe de (G, ).

3. f7'({e}) = {x € G/f(x) =€’} est un sous-groupe de G, appelé le noyau
de f et noté Ker f.

4. Pour que f soit injective il faut et il suffit que Ker f = {e}.

2.3 Groupe quotient

2.3.1 Proposition. Soit (G, +) un groupe commutatif.

1. Soit # une relation d’équivalence sur G compatible avec +. Alors 0 est un
sous-groupe de G, et pour tous x,y € Gona:

XRy & x—YyE€ 0
Rappelons que pour tout x € G, x désigne la classe d’équivalence de x

suivant %.

2. Soit H un sous-groupe de G. Alors la relation binaire & sur G définie par
XRy <= x—Yy € H est une relation d’équivalence sur G compatible avec
la loi +.
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La classe d’équivalence de 0 est H. Le magma quotient (%) de (G,+) par Z#

est un groupe commutatif; on le note (%,—i—) et on Uappelle le groupe quotient
de G par H (ou par ). Notons que la surjection canonique ¢ : (G, +) — (g, +)
est un homomorphisme de groupe. Notons que O est I'élément neutre de (g, +)
et que —X = —X pour tout x € % (Voir 1.10).

Exemple. Soit p € N*, alors pZ est un sous-groupe de (Z,+). (£,+) est

{6, 1,...,p— 1} ; C’est un groupe commutatif fini de cardinal p qu’on appelle
le groupe des entiers relatifs modulo p.

2.4 Décomposition canonique d’'un homomorphisme

2.4.1 Définition. Soit (G, +) un groupe commutatif et soit (G’,-) un groupe.
Soit f : (G,+) — (G’,-) un homomorphisme. Pour tous x,y dans G, on a
f(x)=f(y) siet seulement si x — y € Ker f. La décomposition canonique de
f estdonc:

G—L—~¢
lkp J T
wr —f(G)
¢ est un homomorphisme surjectif du groupe G sur le groupe quotient &,

j est un homomorphisme injectif du groupe (f(G),-) dans (G,-); enfin la
bijection h est un homomoprhisme de groupe car :

h(X+Y) =h(x+y) =fx+y) = f()f () =hEhF)

II.3 Anneaux et corps

3.1 Anneaux
3.1.1 Définition.

1. Un anneau est un triplet (A,+, X) ot A est un ensemble et oli + et X
sont deux lois de composition internes sur A telles que :

(a) (A,+) est un groupe commutatif.

(b) Laloi x est associative et distributive par rapport a la loi +.
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2. Soit (A, 4+, x) un anneau. On dit qu’il est commutatif si X est commuta-
tive. On dit qu’il est unitaire s’il existe dans A un élément neutre pour
X.
Exemples.

1. (Z,+, x),(Q,+, x), (R, +, X),(C,+, x) sont des anneaux unitaires com-
mutatifs.

2. Soit p € N. Alors (}%, +, x) est un anneau unitaire commutatif.

3. Si X est un ensemble, (#(X), A,N) est un anneau unitaire commutatif.

3.1.2 Propositions. Soit (A, +, X) un anneau. Pour tous x,y,z €A, ona:

1. Ox=x0=0

2. (=x)y =—=(xy)=x(=y)

3. (=x)(=y)=xy

4. x(y —z)=xy —xzet(y—2)x =yx —2x

x™ sin €N etn pair
5. (=x)" ={ P
—X

" sin €N etnimpair

3.2 Anneau integre

3.2.1 Définition. On appelle anneau intégre tout anneau (A, +, X) ayant au
moins deux éléments, et tel que :

Vx,y€A xy=0 <= (x=00uy=0)

Exemple. U'anneau (Z, +, x) est intégre. Uanneau (6%, +, x) n’est pas integre
car 2 x 3=0.

3.3 Sous-anneau
3.3.1 Définition. Soit (A, +, X ) un anneau. On appelle sous-anneau de A toute
partie B de A telle que :
1. B est un sous-groupe de (A, +).
2. Six,y €Balors xy €B.
Si B est un sous-anneau de (A, +, x), il est immédiat que B est un anneau pour

les lois + et X induites par celles de A.

Exemples. (Z,+, X) est un sous-anneau de (R, +, x). (2Z, +, X) est un sous-
anneau de (Z, 4+, X).
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3.4 Homomorphismes d’anneaux

3.4.1 Définition. Soit (A,+, x) et (A’,+, x) deux anneaux. On appelle ho-
momorphisme de A dans A’ toute application f : A — A’ telle que, pour tous
x,y €A:

- fe+y)=f)+ ()

- fley)=f0)f ()

I1.4 Corps

4.0.2 Définition. On appelle corps tout anneau unitaire (K, +, x) tel que 0 # 1
et tel que tout x de K autre que O posséde un inverse. Si de plus la loi x est
commutative, on dit que (K, +, X) est un corps commutatif.

Remarque. Soit (K, +, x) un corps. On pose K* = K\ {0}. Si x, y € K*, alors
xy € K*, autrement dit (K, +, X) est un anneau integre. En effet, si 'on avait
xy =0, on aurait :

0= (xy) (y_lx_l) =x (yy_l) x!
=(xDxt=xx1=1
ce qui est impossible. On peut donc munir K* de la multiplication induite. Il
est immédiat que (K, 4, x) avec la multiplication induite est un groupe.
Exemples.
1. (Q,+,x), (R,+, x), (C,+, x) sont des corps commutatifs.

2. Soit p €N, p = 2. Alors (p%, +, x) est un corps si et seulement si p est
premier.

4.1 Sous-corps

4.1.1 Définition. Soit (K,+, x) un corps. On appelle sous-corps de K tout
sous-anneau L de K tel que :

~ 1€l

—sixe€lLetx#0alorsx '€l

Exemples. QQ est un sous-corps de R et R est un sous-corps de C pour les lois
usuelles.
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II.5 Lois externes

5.0.1 Définitions. Soient A et E des ensembles.

1. On appelle loi de composition externe sur E de domaine d’opérateurs A
toute application T de A X E dans E. L’élément T (A, x) est noté AT x.

2. Soit T : A X E — E une loi externe sur E de domaine d’opérateurs A.
On dit qu’'une partie A de E est stable pour la loi T si ATx € A pour
tous A € A et x € A. Uapplication T, : A x A — A, qui a tout couple
(A, x) € A x A associe A Tx, est alors une loi de composition externe sur
A. On dit que T, est la loi externe induite par T sur A. En pratique, on
conserve la notation T pour désigner T,.

Remarques.

1. Le plus souvent, on adopte une notation multiplicative X ou - a la place
de T et on écrit alors Ax, A - x ou A X x au lieude ATx.

2. Leslois de composition internes sont des cas particuliers de lois externes.
C’est le cas particulier ou A =E.
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