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Chapitre 1

Ensembles et applications

1.1 Notions

1.1.1 Notion d’ensemble

On appelle ensemble une collection d’objets rassemblés en vertu d’une propriété
commune. Ces objets sont appelés les éléments ou les points de ’ensemble. Un
ensemble peut étre fini ou infini. Des ensembles particuliérement importants
sont représentés par des lettres déterminantes :

N : ensemble des entiers naturels : 0,1,2,...

N*: ensemble des entiers naturels non nuls

: ensemble des entiers relatifs : 0,1,2,...,-1,-2,...
: ensemble des nombres rationnels

: ensemble des nombres réels

: ensemble des nombres complexes

OO N

1.1.2 Notion d’appartenance

Soit E un ensemble. Au lieu de dire qu'un objet x est élément de E, on dit que
x appartient a E qu’on écrit : x € E.

La négation de cette propriété s’écrit : x & E.

L’ensemble qui n’a aucun élément est appelé ensemble vide, noté (.

Un ensemble qui n’a qu’un élément a est noté {a}, on parle du singleton a.

Un ensemble qui n’a que n éléments, a savoira,, d,, ..., a,, senote {a;,a,,...,a,}.

1.1.3 Notions d’inclusions et d’égalité

Soient E, F des ensembles. On dit que « E est inclu dans F » si tout élément de
E est élément de F. On dit aussi que « E est contenu dans F », que « E est un
sous-ensemble de F » ou que « E est une partie de F ». Cela se note :

ECF ou FDOE
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Par exemple,ona:NCZ,ZCQCRcC.
La négation de E C F, notée E ¢ F, s’exprime ainsi :

« Tous les éléments de E ne sont pas des éléments de F. »
ou bien :
« Au moins un élément de E n’est pas un élément de F. »

On dit que « E est égal a F », ou « E est identique a F»siona ECF et F CE.
On écrit alors E=F.

Remarque. Pour tout ensemble E, on a E C E et § C E. Pour tous ensembles
E,F,G,telsque ECFetFCG,onaECGQG.
1.1.4 Notion de propriété

Soit E un ensemble. Soit p(x) une propriété concernant tout x € E, qui est vraie
pour certains x de E et fausse pour les autres. Alors, ’'ensemble des x € E tel
que p(x) est vraie est un sous-ensemble de E noté :

J{x/x € E,p(x)} ou {x € E/p(x)}
Exemple. L'ensemble des entiers naturels pairs est :

{x eN/xmod2= 0} ou {x € N/x multiple de 2}
ou encore {2p/p S N}

1.1.5 Notion de partie d’'un ensemble

Soit E un ensemble. L'ensemble dont les éléments sont les parties de E est noté
P (E).

Exemple. Si E ={a,b,c}, #(E)= {(D, {a}, {b},{c},{a, b}, {a,c}, {b,c},E}.

On peut démontrer a I'aide d’un raisonnement par récurrence sur n, que si E
est un ensemble fini a n éléments, & (E) est un ensemble fini a 2" éléments.

1.2 Opérations sur les ensembles

1.2.1 Intersection

Lintersection de deux ensembles E et F est un ensemble constitué de tout x € E
etx €F,noté ENF (E inter F).On a:

ENF={x/x€Eetx €F}

Si ENF =0, on dit que E et F sont disjoints.
Remarque. OnaENFeEetENF €F.
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1.2.2 Réunion

La réunion (ou union) de deux ensembles E et F est 'ensemble des x tels que
x€Eoux€eF,nott EUF (EunionF).Ona:

EUFz{x/erouxeF}
Remarque. Ona EUF DEetEUF DF.

1.2.3 Sous ensemble complémentaire

Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle « complémentaire de A
dans E » le sous-ensemble de E constitué des éléments de E n’appartenant pas
aA;onlenote (zA. Ona:

(A= {x €E/x ¢A}
Remarque. OnaAN(zA=0etAUCLA=E.

1.2.4 Différence

La différence de deux ensembles E et F, notée E \ F (E moins F), est définie
par :
E\F={x€E/x¢F}

1.2.5 Différence symétrique
La différence symétrique de deux ensembles E et F, c’est 'ensemble EAF défini
par :
EAF = (E\F)U(F \E)
ou EAF=(EUF)\(ENF)
ou encore EAF = (i p)(ENF)

1.2.6 Propositions

Soient E, F, G des ensembles.
ENF=FNE et EUF=FUE
(ENF)NG=EN(FNG)
EN(FUG)=(ENF)UG et EU(FNG)=(EUF)N(EUG)
Ck0=E et CLE=10
ACE = C(z((zA)=A
Pour tous A, B sous-ensembles de E :
Cz(AuB) = (CzA) N (C;xB)
Cz(AnB) = (CzA) U (C;xB)
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Remarque. Si Eq,E,,...,E, sont des ensembles, on définit de maniére évidente
EiNEy;N---NE,, noté :

n
E;
-1

~

Ainsi que E{UE,U---UE,, noté :

n
E;
=1

—~

1.3 Notions de logique

1.3.1 Propriétés

Soit E un ensemble. Notons p ou p(x) une propriété sur E (qui concerne les x
de E). Soit x € E. Si p(x) est vraie, on dira «on a p(x) », ou encore « p(x) ».
Soient p et q des propriétés sur E.
La négation de p est la propriété sur E, notée « non p », définie par :

(non p)(x) est vraie si et seulement si p(x) est fausse.
La conjonction de p et q est la propriété sur E, notée « p et ¢ » (p A q), définie
par :

(p et g)(x) est vraie si et seulement si p(x) et g(x) sont vraies.
La disjonction de p et q est la propriété sur E, notée « p ou q », définie par :

(p ou q)(x) vraie si et seulement si p(x) ou g(x) vraie («ou » inclu-

sif).
On dit que « p implique g », et on écrit « p => g », si tout élément de E qui vérifie
p vérifie g (on parle d’implication). La négation de (p = q) signifie qu’il existe
un élément x de E qui vérifie p mais pas q.
On dit que p et g sont équivalentes, qu’on écrit «p <= g»,sip = q et
q=>p.
Exemple. Soient E =N, p = {2x/x € E} et ¢ = {6x/x € E}. On a ¢ = p mais
pas p = q.

Remarque. Posons A= {x € E/p(x)} et B= {x € E/q(x)}. Alors :

{x IS E/(nonp)(x)} =(zA
{xeE/(petq)(x)} =ANB
{x€E/(poug)x)} =AUB

p=—>q corresponda ACB
p < q corresponda A=B
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1.3.2 Quantificateurs

Le symbole 7 se lit « il existe », et le symbole V se lit « quelque soit ». On dit que
ces symboles sont des quantificateurs (respectivement existentiel et universel).

Soient E un ensemble et p une propriété sur E.
«Il existe x € E tel que p(x) est vraie » s’écrit : 3x € E, p(x)
« Pour tout x élément de E, p(x) est vraie » : Vx € E, p(x)

1.4 Produit cartésien

A deux objets x, y pris dans cet ordre, on associe un nouvel objet, a savoir le
couple (x, y). Deux couples (x, y) et (a, b) sont égaux si et seulement si x = a
ety=>b:

(x,y)=(a,b) < x=a,y=b
Soient E et F des ensembles. On appelle produit cartésien des ensembles E et
F Tensemble des couples (x, y) telsque x € E et y € F, noté :

E xF (E croix F)
Le produit E x E se note aussi E2. Lensemble :
{(x, x)/x €E }
s’appelle la diagonale de E x E.

Remarque. EXF #F X E.
Soit n € N*. A des objets x, xo,..., X, pris dans cet ordre, on associe un nou-
vel objet, a savoir le n-uple (xq,x,,...,Xx,). Deux n-uples (xq,x,,...,Xx,) et
(a;,a,,...,a,) sont égaux si et seulement si :

(x1,X9,..., %) =(ay,ay,...,a,) & X; =0y, Xy =0g,..., X, =d,

On dit que x; est la i-éme coordonnée de (x1, Xa, ..., X,).

Soient Eq, E,, ..., E, des ensembles. On appelle produit cartésiende E;, E,, ..., E,
I’ensemble des n-uples (xq,x,,...,Xx,) tels que x; € E;,x, € E,,..., X, € E,,
noté :

E{ xXEyx---XE,
SiE; =E,=---=E, =E, on note aussi :

E X E X ooe X = En
Remarque. Lobjet obtenu a partir de (x1,x5,...,X,) en y introduisant des pa-
rentheéses est identifié a (x1, x5,..., X, ). Par exemple :

((x,3),2) = (x,(3,2)) = (x,.2)
Par conséquent, si E, F, G des ensembles :
(ExF)XxG=Ex(FxG)=ExFxG
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1.5 Applications

Une application f est un triplet constitué par :

— un ensemble de départ E.

— un ensemble d’arrivée F.

— une regle qui, a tout élément x de E, associe un et un seul élément y de

F.

Cet élément y est encore noté f(x) et appelé limage de x par f, ou la valeur
de f en x; x est appelé antécédent de y.
On dit alors que f est une application de E dans F, ou que f est une fonction
définie sur E a valeurs dans F. On écrit :

f:E~—F ou ELF

ou:
I'application x — f(x) de E dans F

Gy = {(x,f(x))/x S E} est un sous ensemble de E x F appelé le graphe de f.

Exemple. Lapplication f de {a, b,c} dans {a,f3,y,6} définie par f(a) = a,
f(b) =v = f(c) est représentée de la maniére suivante :

| >

L’application x — 4/x de [0;+o0o[ dans R a pour graphe :

G = {(x, vx)/x €[0;+o0[}
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1.5.1 Application identique

Soit E un ensemble. I'application x — x de E dans E s’appelle Uapplication
identique sur E, notée Idj.

Soient E, F des ensembles. Soit f : E — F une application. On dit que f est
constante si f(x) = f(x’) pour tous x,x’ €E.

1.5.2 Restriction

Soient E, F des ensembles et f : E — F une application. Soit A C E. On appelle
restriction de f a A l'application x — f(x) de A dans F. On la note f,.

1.5.3 Image directe

Soient E, F des ensembles. Soit f : E — F une application. Soit A C E. On pose
flA) = { flx)/x GA}, c’est un sous ensemble de F. On dit que f (A) est Iimage
directe de A par f. Soit y € F. On a alors :

yef(Ad) < 3IAxe€A y=f(x)

Exemple. E ={a,b,c,d,e}, F ={a,pB,y,6}
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SiA={a,b}ona f(A)={a,p}.
SiA={b,c} ona f(A)={B}.
SiA=Eona f(A)=f(E)={a,pB,6}.

Remarque. f(E) (I'image directe de E par f) est souvent appelée I'image de f
et notée Img.

Exemple. Soit I'application x — x2 de [0;2] dans R. On a f ([0;2]) = [0; 4]

1.5.4 Image réciproque

Soit B C F. On pose f}(B) = {x € E/f(x) € B}, c’est un sous ensemble de E
appelé image réciproque de B par f. Soit x € E, on a donc :

xefY(B) < f(x)eB

Exemple. Soit B = {a,}, ona: f}(B) = {a,b,c}. Soit B = {y,6} on a :
f~1(B) = {d, e}. Soit I'application f : x —> x> de R dans R, on a :
FH0;1]) = [-1;1]
A ={-11}
f{—2h =0

1.5.5 Propositions

Soient E,F des ensembles et f : E — F une application. Soient A;,A, des
parties de E. Soient By, B, des parties de F.
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Alors :

A; CAy = f(A1) C f(A3)
fAUAy)) = f(A)) U f(Ay)
f(A1NAy) C f(A)Nf(A2)
FHfA) 24
By CBy = f(B)) C f}(B,)
fTHB1UBY) = fH(B) U ST (B,)
fTH(B1NBy) =1 (BN FH(By)
f (f_1(31)) =(ByNImg) C By

1.5.6 Surjection, injection et bijection

Soient E,F des ensembles. Soit f : E — F une application. On dit que f est
surjective ou est une surjection si f (E) = F. Autrement dit, si tout élément de F
a au moins un antécédent par f.

Exemple. I'application x — x2 de R dans R n’est pas surjective. En revanche,
l'application x — x2 de R dans R" est surjective.

On dit que f est injective ou est une injection si tout élément de F a au plus un
antécédent par f. Autrement dit, f est injective si la relation f(x) = f(x’) ou
x,x’ € E, entraine x = x’.

Exemple. L’application x — x2 de R dans R n’est pas injective. En revanche,
Iapplication x — x2 de R* dans R est injective.

On dit que f est bijective ou est une bijection si tout élément de F a un et un
seul antécédent par f. Autrement dit, si f est injective et surjective.

Exemple. L'application N —— N* définie par f(n) = n+ 1 est bijective.

1.5.7 Application réciproque d’une bijection

Soient E, F des ensembles et f : E — F une application bijective. On appelle
application réciproque de f l'application, notée f~!, de F dans E qui, a tout
y € F, fait correspondre I'unique x € E tel que y = f(x).

Exemple. L’application bijective n — n + 1 de N dans N* a pour réciproque
I'application bijective p — p — 1 de N* dans N.

Remarque. Pourtousx € E, y€ F,ona:
y=fx) <= x=f7)

Lapplication f~! : F — E est bijective et sa réciproque (f 1) = f.
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1.5.8 Composition d’applications

Soient E,F,G des ensembles et f : E—— F, g : F — G des applications. On
note g o f I'application de E — G définie par :

Vx€E (gof)(x)=g[f(x)]

Soient E,F,G,H des ensembleset f : E+—— F, g : F— G, h: G — H des
applications. Alors, on a :

ho(gof)=(hog)of
hogof =ho(gof)

On écrira :

1.5.9 Propositions

Soient E, F, G des ensembles, f : E— F, g : F — G des applications.
— Si f est bijective, on a :

f_10f=IdE et f0f_1=IdF

— Si f et g sont surjectives (resp. injectives), alors gof est surjective (resp.
injective).

— Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective et (gof) ™t = flog™!.

— Supposons que G =E.Si go f =1dg etsi f o g =1Idy alors f et g sont
bijectives et g = f 1 (f = g7 1).



Chapitre 2

Les suites numeériques

Dans ce chapitre, K désigne R ou C

2.1 Généralités sur les suites

2.1.1 Notion de suite

Soit E un ensemble. Une suite d’éléments d'un ensemble E est une application
u:N—E.

Remarque. Au lieu de prendre N, on prend parfois N, = {n € N/n > p} ot p
est donné (p € N).

L'image u(n) de n par u est notée u, et appelée le terme d’indice n de la suite.
La suite u est notée :

(ug, Uy, Ugy .. oylUp,...) oU (Up)nen
Si E =R (resp. C), la suite (u,),cy est dite réelle (resp. complexe).

Exemple. La suite réelle (%)neN* ou (%, %, %, e, 1 )

n?

2.1.2 Suite extraite

Soit (u,),ey une suite d’éléments de E. Soit (ng,ny,ny,...,n,...) une suite
strictement croissante d’éléments de N, telle que n; < n;,; Vk € N. La suite
(V0 V1, V2, -+ +5 Vi, - - - ), O pour tout k € N v, =u,, , est appelée suite extraite de
la suite (u,,) ey, OU sous suite de la suite (u,),ey-

1

neN® (ﬁ)neN* sont des suites extraites de (}1)

Exemple. ( % )

neN*"

13
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2.1.3 Convergence

Soit (u,),ey d’éléments de K. Soit £ € K. On dit que la suite (u,),cy tend vers £
(u,, — £) si, pour tout réel € > 0, il existe ny € N tel que pour tout entier n > n,
on ait :

lu,— Ll < e
Si cette condition est vérifiée, on dit aussi que u,, admet £ pour limite dans K et
on écrit :

lim u,=4{

n—+00
S’il existe £ € K tel que ligrn u, = ¢, on dit que la suite (u,),cy €st convergente
n—+0o

et qu'elle converge dans K vers £. Si la suite (u,),cy N'est pas convergente, on
dit qu’elle est divergente.

Probleme. Montrer que (%) converge vers 0 dans R.

neN*
Soit € > 0. Posons ng = E(%) +1.0nanyeN"et,sin=>ng,ona:

1
Ny

< <¢

S

donc |%—0| <e.

2.1.4 Limite en +00

Soit (u,),ey une suite réelle. On dit que (u,,), ey tend vers +00 (u, — +00) si,
pour tout réel A > 0, il existe ny € N tel que, pour tout entier n 2 ng on ait :

u, >A

Si cette condition est vérifiée, on dit aussi que la suite (u,),cy admet +00
comme limite et on écrit lim u, = +o00.
n—+0oo

2.2 Théoremes sur les suites convergentes

2.2.1 Unicité de la limite d’une suite

2.2.1.1 Théoréme. Soit (u,),cy d’éléments de K. Alors, si cette suite admet une
limite dans K, cette limite est unique.

Démonstration. Supposons que (u,),cy admette pour limites dans K ¢; et £,

avec £ # {,. Posons :
_ =4

3
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Onae > 0.1l existe n; € Ntel que, sin=n; ona |u,—1; < ¢|. Il existe n, € N
tel que, sin = n, on a |u,, — [, < ¢|. Posons ny = maxn, n,. Alors :

3e = |ll_12| = |ll—un0 +un0 —lzl

N

|ll _unol + |un0 - lZl
2¢€
2¢€

NN

3¢

Qui meéne a une absurdité. O

2.2.2 Limite des suites extraites

2.2.2.1 Théoreme. Soit (u,),cy déléments de K convergeant vers un élément
¢ € K. Alors toute suite extraite de (u,),cy admet £ pour limite dans K.

Démonstration. Soit (vy),ey Une suite extraite de (u,,),,cy. Par définition, il existe
(ng,ny,...,N,...), suite strictement croissante d’éléments de N tels que v, =
up,, pour tout k € N. On vérifie facilement que k < n; pour tout k € N; on a
0<ngetsik<nalors k+1 < n;+ 1< n;,. Soit € > 0. 1l existe k, € N tel
que Yk e Naveck = kyona:

u, —fl|<e¢
|uy

Alors, pour tout k € N avec k = kg, on a:

et donc :

Probléme. Montrons que la suite (0,1,0,1,0,1,...) diverge.
Cette suite est la suite (u,),cy avec uy, = 0 et ug,q = 1 pour tout p € N. La

suite extraite (Uzp)p oy converge vers 0. La suite extraite (ugps1 )p
vers 1. D’apres 2.2.2.1, (u,),ey diverge.

eN converge

Remarque. Soit (ug,uy,usy,...,Uy,...) une suite d’éléments de K. Soit p € N.

Soit £ € K. Sila suite converge vers £, alors, d’aprés 2.2.2.1, la suite (up, Upyis--- )
converge vers {. Réciproquement, si la suite (up,up1,...) converge vers £, il est

immeédiat que la suite (ug, uq,...,u,,...) converge vers £. Par conséquent, la na-

ture (et la limite dans K si elle existe) d’une suite (u,),cy d’é1éments de K est

inchangée si 'on modifie u,, pour un nombre fini de n.
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2.2.3 Suite bornée

2.2.3.1 Définition. Soit (u,),cy une suite d’éléments de K. On dit que (u,,),en
est bornée s'il existe un réel A> 0 tel que, pour toutn € N :

lu,| <A

2.2.3.2 Théoréme. Soit (u,),cy une suite d’éléments de K. Alors, si cette suite
converge, elle est bornée.

Démonstration. Soit £ € K tel que ligrn u, = £. 1l existe ny € N tel que pour
n—+oo

tout entier n 2 ng :
lu,— €| <1

Alors, pour tout entier n = ng :

Iunl = |un_e +e|

Notons A le plus grand des nombres |ug], [u;],..., |u,—1], 1+ [£]. Ona A> 0 et,
pour toutn €N :
[, <A

Remarque. La suite (0,1,0,1,...) est bornée mais divergente.

2.2.3.3 Théoréme (BOLZANO-WEIERSTRASS). Soit (u,),cy Une suite d’éléments
de K bornée. Alors la suite (u,),cy admet au moins une sous-suite qui converge
dans K.

2.2.4 Opérations sur les limites
2.2.4.1 Théoréme. Soient (u,) ey et (Vy)nen des suites d’éléments de K, conver-
gentes dans K respectivement vers {4 et £, (€ K). Soit A € K. Alors :

1. La suite (u, + v,),ey converge vers £, + £, dans K.

2. Lasuite (u, - v;) ey converge vers £1 - £, dans K.

3. La suite (Au, ),y converge vers AL, dans K.

1
4. Si £, # 0 alors u,, # 0 pour n assez grand et la suite (—) converge
Up n€Ny,

vers % dans K.

5. Sity # 0, alors u,, # 0 si pour un certain ny on a n = ng et la suite
Vn El
— converge dans K vers —.

Up neN, 62

6. La suite (|u,|),ex converge dans R vers |£|.
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Démonstration. (1) Il existe n; ENtelquesineNetn=n;,ona:

|un_€1| <

N | ™

Il existe n, € NtelquesineNetn=n,,ona:

&
|Vn_£2| < E

Posons ny = max{n;,n,}. Alors, sin = nyavecn €N, ona:

|(un + vn)_(el +£2)| = |(un _El) + (Vn —ez)|
< Jup — 4]+ vy, — £y
€ €

S-t+-=¢
2 2

(2) D’apres 2.2.3.2, il existe A réel positif tel que pour tout n € N |v,| < A.
Notons B = maX{A, |€1|}; onaB > 0.1l existe ny € Ntel que sin € N et
n=n:

£
|un_€1| < ﬁ

Il existe ny, € NtelquesineNetn=n, :

£

v, — o] < —
|n 2| 2B

Posons ny = max{n,n,}. Alors, sin € Navecn = ng,ona:

|unvn —£1E2| = |(un _El)vn +€1(Vn _EZ)|
= [ty — €[Vl + €]V, — €3]

(3) €>0.Si A =0 alors Au, = 0 et Al; = 0, la propriété est vérifiée. Si A # 0,
dnpeNtelquesineNetny<n:

&

|un_£ |< TA1
P

Alors,sineNetn=ng,ona:

&
Alluy = €] < ol 1Al =¢

(4) Puisque |£;]| > 0, il existe ny € N tel que pour n entier = n, :

1G]

|un_el| < 2
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Alors, sin 2 ng,ona:

lup| = 1€ — (61 —wp)| = |[€1] — €1 — |
= [€1] = €1 —uy]

1)
14
_ll
2

D'ot |u,| > 0 pour n > ny. Il existe n; €N, tel que,sin>n;,ona:

€|£1|2
|un_61|< 2
Alors,sineNetn=>n;ona:
1 1 _|£1_un|
u, 4 [unl€4]
8|£1|2
< 0t
2[ug |44
|t |? 1 €
< 164 car — < —
1€1] lunl  1€4]
<e¢

(5) Découle du (2) et du (4).
(6) Soit € > 0. 1l existe ny € N tel que si n entier n = ny, on a :

lu, — €1 <&

Donc, sineN, :
lupl = 1611l < lup =il < €

Remarque. Soit (u,) ey d’éléments de K. Alors :
lim |u,|=0 = lim u,=0
n—+00 n—+00
En effet : soit ¢ > 0. Il existe np € Ntel que sin = ng,ona:

||un|—0\ <e¢ etdonc |u,—0|<e

Posons u,, = (—1)". Pour tout n € N, (u,),cy diverge mais (|u,|),cy converge
vers 1 dans K.
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2.2.5 Limite d’une suite complexe

2.2.5.1 Théoreme. Soit (u,),cy une suite complexe et soit { € C. Posons pour
toutn € N, u, =a,+1b, avec a, et b,, réels et posons { = a+ib avec a, b réels.
Alors :

lim u,={( << lim a,=a e lim b,=0b
n—+0Q n—+00 n—+00

Démonstration. Si lim a,=aet lim b,=Db, daprés2.2.4.1ona:
+00 +00

n— n—

lim a,+ib,=a+ib
n—+0Q

Supposons que li£n a,+ib, = a+ib. Soit € > 0. Il existe ny € N tel que, pour
n—+00o
tout entier n = ny, on a :

|(a, +ib,)—(a+ib)| <e
Alors, sin = ng,ona:

a,—a| <|(a,—a)+i(b, —b)|
= |(an +ib,)—(a +ib)\ <e¢

et
b,— bl <|(a,—a)+i(b,—b)| < e

car, pour c € C :
13 < el et [Rc) <l

2.2.6 Limites de suites comparées

2.2.6.1 Théoreme. Soient (u,),cy et (Vn),en des suites réelles convergentes res-
pectivement vers £ et £ réels. Alors, si u, < v, pour n assez grand (Iny € N tel
que sin=ngy, u, SVv,), onal; <.

Démonstration. On peut supposer que u, < v, VYn €N (cf. 2.2.2). Supposons

que {, < {,. Posons :
ti—1{
e=—=>0
3

Il existe alors n; € Netn, € Ntelsque,sin€Netn=n; :
|un—£1| <e¢

etsineNetn=n,:
|Vn_£2|<8
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Alors, posons ny = max{n;,n,};ona:

El—fz :El—uno +un0—€2

<£1_un0 +Vn0—€2

Absurde, d’'ot1 £1 < £,. O

1
Remarque. Posons u, = 0etv, = - VYn€N.Onau, <v, Vne€Net
n
lim u,=0= lim v,.
n—+09 n—+0o
2.2.6.2 Théoreme. Soient (U,),en> (Vidnen € (Wp),en des suites réelles. On
suppose, que pour n assez grand, u, < v, < w,, et que les suites () ey €t (W) nen

convergent vers un méme réel {. Alors (v,),cn converge vers {.

Démonstration. On peut supposer que u, < v, S w, VYn €N (cf. 2.2.2). Soit
€>0.Il existe n; €eNetn, €Ntelsque,sineNavecn=n;ona:

lu,—ll<e n—l<e

—esSu
—esu, <fl+¢

l
Il existe n; telquesin=n, ona:
l—e<w,<l+¢

Posons ny = max{n;,n,}. Alors, sin = ny :

l—e<u,<Sv,Sw,<l+e = |y,—L|<c¢

2.3 Suites de CAUCHY

2.3.1 Définition

2.3.1.1 Définition. Soit (u,),cy d’éléments de K. On dit que (u,),cy est de
CAUCHY si, pour tout € > 0, il existe ny € N tel que, pour tous entiers p,q = n,
ona:

lu, —ug| < e

p
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2.3.2 Suites de CAUCHY et suites convergentes

2.3.2.1 Proposition. Soit (u,),cy Une suite complexe. Posons u, = a, +1ib, avec
(a,,b,) € R? Vn € N. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

— (up)pen est une suite de CAUCHY.

— les suites réelles (a,) ey €t (by)ey Sont de CAUCHY.

2.3.2.2 Théoréme. Soit (u,),cy une suite d’éléments de K. Alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :
1. la suite (u,),ey converge dans K.

2. la suite (u,),ecy est de CAUCHY.

Démonstration. Soit £ € K tel que lim = {. Soit ¢ > 0. Il existe ny € N tel

n—+oo
que, si n entier = ny, on a :
€
|un_€| < 5
Alors, sip,q €N, ,ona:
u, —ug| =lu, =L+ —ugl
< fup =0+ |ug — £
£ €
S-t-o=c¢
2 2

(u,),en est de CAUCHY. Si K =R, le fait que (2) = (1) découle d’une construc-
tion de R a partir de Q et on 'admettra. Si K = C, le fait que (2) = (1) découle
de 2.3.2.1, ducas K=R et de 2.2.3.2. O

2.4 Suites monotones

2.4.1 Définitions

2.4.1.1 Définition. Une suite réelle (u,),cy est dite croissante si :
UgSU SU S SU; S... & u,Su,;; VneN

La suite réelle (u,),cy est dite décroissante si u,, = u,,; Yn € N. La suite réelle
(u,) ey est dite monotone si elle est croissante ou décroissante.

2.4.1.2 Définition. Une suite réelle (u,),cy est dite majorée si {u,,/n € N} est
une partie majorée de R, autrement dit s’il existe M € R tel que Yn € N :

u, <M ou M ne peut pas dépendre de n

Une suite réelle est dite minorée si 'ensemble des {u,/n € N} est une partie
minorée de R, si 3m € R tel que u,, = m. Une suite (u,,),cy €st bornée si {u,,/n €
N} est borné (cf. 2.2.3.1 et Chap.1 de Maths 2).
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2.4.2 Monotonie et convergence

2.4.2.1 Théoréme. Soit (u,),cy une suite réelle croissante. Si (u,),cy €st ma-
jorée, elle est alors convergente vers { = sup{u,/n € N}. Si (u,),ey nest pas
majorée, alors sa limite est +00 ((u,),ey est divergente).

Démonstration. Posons { = sup{u,/n € N}, qui existe car (u,),cy €st majorée.
Soit € > 0. Il existe np € Ntel quesin=ngona:

(+e>lZu,Z2u, =2l—¢
{ — ¢ n’est pas un majorant de {u,/n € N}
lu,— €| < e

Soit Aréel > 0. Comme (u, ),y €st non majorée, il existe n, € N tel que u,,, > A.
Alors,sineN, ona:
Uy 2 Up, >A

VA>0,VYneN, avecny €N tel queu, >Aona:
u, >A
O
2.4.2.2 Théoréme. Soit (u,),cy une suite réelle décroissante. Si (u,),cy €st mi-

norée, alors elle est convergente et lifrn u, =inf{u,/n € N}. Si (u,),ey nest pas
n—+0oo

minorée, lim u, =—00.
n—+0o
Remarque. Toute suite réelle convergente est minorée et majorée.

2.4.2.3 Proposition. Soient (u,),cy €t (Vn) ey des suites réelles. On suppose que
la suite (u,),ey est croissante, que (v,),cy est décroissante et que u,, < v, pour

tout n € N. Alors (u et (v convergent et lim u, < lim v,.
( n)neN ( n)nEN 8 notoo M \n—>+oo n

Démonstration. SoitqeN.VpeN,ona:

u, S ug
En effet,sip <qgona:
U, Sug Sy
etsip>qona:
U, SV, S Vg

La suite croissante (u,),cy €st majorée par v, donc convergente vers {; :
= i = <
{4, nlgnooun sup{u,/n €N} <v,

Dong, la suite décroissante (v, ),y €st minorée par {; ; elle converge donc vers
62 :
{5 = lim v, =inf{v,/neN}>(,
n—+00

¢, minorant inférieur ou égal au plus grand des minorants. O
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2.4.3 Suites adjacentes

2.4.3.1 Définition. Soient (u,),cy et (V,),en deux suites réelles. On dit que les
suites (U, )pen €t (Vn)yen sont adjacentes si (u,), ey €st croissante, si (v,,) ey €st
décroissante et si v, —u,, admet O comme limite.

2.4.3.2 Théoreme. Soient (u,),cy et (Vi),ey des suites réelles adjacentes. Alors :
1. u, sv, VneN

2. les suites (u,) ey et (V) ey SONt convergentes et nl}inooun = nlgrnoovn

Démonstration. (1) Posons w, =v,—u, Vn &€ N.Lasuite (w,),cy est décrois-
sante ; en effet, YneNona:

Wnp—=Wpy1 =V — Uy — (Vn+1 - un+1)

= (vn - vn+1) + (un+1 - un) =0

De plus, ligrn w, =0,donc 0 <w, VneN (décroissante et convergente).
n—+0oQ

(2) D’apres 2.4.2.3 et (1), on a (u,)pey €t (V),en convergentes. En utilisant
2.24.1,ona:

lim v, = li?oo(vn —u,+u,)

n—-+00 n—
- nl}-ri—noo(vn N un) + nl}-ri—noo Un
= lim_
(|
Probleme. On pose (u,),cy :
1 1 1 1
Up=—+—+— +=
or 1r 2 n!
F=T]
p=0

. 1 .
On pose aussi v, = u, + —- Montrer que (u,),en €t (V,),en SOnt adjacentes et
n

qu’elles convergent vers un méme nombre irrationnel.

2.5 Compléments sur les suites

2.5.1 Limites infinies

2.5.1.1 Proposition. Soit (u,),cy une suite réelle :
— Si (uy) ey tend vers +00, alors (u,),cy €St minorée mais non majorée.
— Si (up),ey tend vers —o0, alors (u,),cy €St majorée mais non minorée.
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Démonstration. 1l existe ny € N, tel que pour tout n € N, sin 2 ng, onau, > 1.
Notons a = min{ug, uy, Uy, ..., U, 1,1}. Ona:

a<u, VneN donc (u,),cy minorée

Par I'absurde : si (u,),cy majorée, il existe M réel tel que u, < M Vn € N.
Notons A = max{M, 1}, on a A > 0. Vu que (u,),cy tend vers +00, il existe
My € N tel que A <u,, ; on aurait donc :

Upy S M SA<uy,,

0

Absurde! O

2.5.1.2 Théoréme. Soit (u,),cy une suite réelle. Alors, si la suite (u,,),cy tend
vers +00 (resp. —09), toute suite extraite de (u,),cy tend vers +00 (resp. —0Q).

Démonstration. Voir 2.2.2.1. O

2.5.1.3 Proposition. Soient (u,),cn, €t (Vn),en des suites réelles :
— Si (Uy)pey — +00 et (v,;),ey minorée, alors u, + v, — +00
— Si (V) ey Mmajorée et u, — —o0, alors u, + v, — —0Q
— Siu, — +ooetv,— L avec{ ER, oul =400, alors u, - v, — +00

— Siu, — +ooetv, — L avec{ € R_ou { =—00, alors u,, - v, —> —00

— Siu, — —ooetv,— L avec{ €R, oul =400, alors u, -v, — —00

— Siu, — —ooetv,— L avec{ € R_ou { =—00, alors u,, - v, — +00

— Si u, — +00 ou si u, — —o9, alors u, # 0 pour n assez grand et
1_ 50

Up

— Siu, — Oet siu, >0 pour n assez grand, on a % —> +00

— Siu, — Oetsiu, <0 pour n assez grand, on a i —> —00

Démonstration. On a (u,),ey — +09 et (V,),en minorée. Soit A réel positif.
Comme (v,,),cy €st minorée, il existe a réel tel que :

as<v, VneN
Posons B = max{A—a, 1}, on a B > 0. Il existe ny € N tel que :
U, +v,ZA << u,+v,2u,+a
VneN u,>B.Alors,sin=>ngona:

u,+v,>B+a=z2A—a=A
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Probleme. Soient (u,),cy €t (Vi) ,en d’éléments de K. On suppose que (u,,),en
converge vers 0 et que (v,),ey €st bornée. Montrer que (u, - v,,) ey CONVerge
vers 0.

Il existe M réel positif tel que pour toutn € N :
v, < M

Pour toutn € N :
0< |un 'Vn| = |un| : |vn| < |un| -M
——
_)0

Les gendarmes embarquent (u,, - v,),ey vers 0.

2.5.2 Convergence en moyenne — ou au sens de CESARO

2.5.2.1 Proposition. Soit (u,),cn+ Une suite d’éléments de K. On lui associe la
suite (V,),en- définie par :

_U1+U.2+"'+un
n =

VYn € N*

n

Alors, si (uy,),en+ converge vers un élément £ de K, on a (v,,),,en+ qui converge vers

L.

Démonstration. Soit € > 0. Il existe n; € N* tel que Yn > n; :

|un_€|<£
2
Alors, sin>n; :
n
_ ll]_‘i‘llz‘i‘""i‘un_ne
B n
| =)+ =)+ -+ (1, — £)
B n
B (u1—€)+---+(un1—€)+(un1+1—€)+---+(un—€)
B n n
(i =0+ + Wy, — O] |Wp 1=+ +(w,— 1)
< +
n n
< Gy = O+ -+ + [(up, =0 (e
n n 2

v
-0
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Il existe n, € N* tel que, sin>n, :

|Gy = O + -+ + 1, = O _

<

N | ™

n

Posons ny = max{n;, n,}. Alors, pour tout n > ny on a :

v,—l|<-+-=c¢

N | ™
N | ™

O

2.5.2.2 Proposition. Soit (u,),cn+ Une suite réelle. On lui associe la suite (V,,),en-
définie par :
_ uq +UZ+"‘+un
=

n
Alors, si u, — +00 (resp. —09), ona:

Vv, — +00 (resp. —0Q)

Démonstration. Supposons ligrn = +00. Soit A > 0 € R. 1l existe n; € N* tel
n—+0o0
que, sin>ny :
u, >A+1

Pour toutn>n;,ona:

_ Uyt Uy Fupy ety - uptug+---tu,  (n—ny)

Vn
n n

Ona lim a,=A+1=3n,eN",¥n>n,,ona:
n—+00

|2, —(A+1)|<1
On pose ny = max{n;,n,}. Alors, sin>ng :

v, >a,=A

2.6 Suites et limites de fonctions

2.6.0.3 Proposition. Soit I € R. Soit xy € I ou x extrémité de I et soit f : [ —>
R sauf peut étre en x. Soit £ € K, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— lim f(x)=¢
X—Xg

x€l, x#xg
— Pour toute suite (u,),cy déléments de I \ {x,} telle que liTmu” = X,
n—
flu,) =1t

n—-+00
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2.6.0.4 Corollaire. Soient I C R et f : I — R une application. Soit x, € I.
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

— f est continue en x

— pour toute suite (u,),ey déléments de I telle que nl)igrnooun = Xy, on a

lim_f ) = £ (xo)
Probleme. Soit f : ]—1;+00o[ — R définie par :

Flx) = In(1+ x)

On rappelle que lil‘l’(l) f(x)=1.Posons w, = (1+ %)” pour tout n € N*. Montrer
X

que (w,),en+ converge vers un réel a déterminer.

In(1 + %)

1
n

. 1) _
Jms(5)=1

1
lim nln(l + —) =1

n—-+00 n

Onaw, = enIn(1+1) pe plus, nln(1 + %) = . D’apres 2.6.0.3, comme

lin})f(x)zl, ona:

De plus, la fonction x — e* est continue en 1. D’oli, en posant :

V, = nln(l + l)
n

lim e’» =e! d’apres (2.6.0.4)

n—+09o

Comme lim v,=1,ona:
+00

n—

2.6.0.5 Proposition. Soit [a,b] un segment de R. Soit f : [a,b] — R une
application telle que f([a, b]) C [a, b]. Soit a € [a, b]. Soit la suite d’éléments de
La, b] définie par :

up=a et upy =f(u,) pourtoutneN

1. si f est continue et si (u,),ey converge vers un réel £, alors £ € [a, b] et
f)=¢
2. si f est croissante, alors (u,),cy €St monotone et convergente.

3. si f est décroissante, alors les suites extraites (Usp)pey €t (Usni1)pen SONE
des suites monotones et convergentes.
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Démonstrations. (1) f :[a,b]— R, f([a,b]) C[a,b],a € [a,b],
Up=a, Uy =f(u,) VneN

Supposons f continue et supposons que (u,),cy converge vers un réel £. Pour
toutneN,ona:

a<(Up)eySb dapres2.2.6.1,a<{<b

D’apres 2.6.0.4, (f (u,)),ey converge vers f(£) (f continue en £), or u,,; =
f(uy,) tend vers £, d’oti £ = f(£) (unicité de la limite d’une suite).

(2) Supposons f croissante.
1er cas : supposons u, < u;. Démontrons que u, < u,,; pour tout n € N par
récurrence. On a :

Ug S Uq

Siu, Su,,; pouruncertainn €N, ona:

fun) < f(Upsr)

c’est a dire

<

Unpt Upyo

La suite (u,),cy €St croissante et majorée par b donc convergente.
2¢ cas : on suppose que pour tout n € N, up =2 u;.Ona:
Ug = uq

et, siu, = u,,.1Vn €N, alors :

fun) = f(upsr)

c’est a dire
Upt1 > Unt2
La suite (u,),ey est décroissante et minorée par a, donc convergente.
(3) Supposons f décroissante.
1¢r cas : supposons Uy < Uy. Démontrons que u,, < U,, pour tout n € N. On
a:
Ug < uq

et, Si Uy, < Uy,,o €St vraie pour un certain n €N, on a
fuzn) = f(ugni2)

c’est a dire

Uy 2= Ugpes
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On en déduit que
f(ugni1) < f(ugnss)
C’est a dire
Uopi2 S Unpig

La suite (us,)nen €St croissante et majorée par b, donc convergente. On en dé-
duit que, Yne N :

f(ugn) = f(ugniz)
c’est & dire

=

Uont+1 #Z Uop+3

donc (uyp41)nen €St décroissante et minorée par a, donc convergente.

2¢ cas : supposons u, = u,. On montre de maniére similaire que (us,)en €St

décroissante et que (Us,,1)qen €St Croissante et qu’elles convergent toutes deux.
O

2.7 Suites équivalentes

2.7.0.6 Définition. Soient (u,),ey €t (V) ey des suites d’éléments de K. On
dit que les suites (u,) ey €t (V;),en SONt équivalentes, et on écrit :

Up ~ Vy
s'il existe une suite (A,,),cy d’éléments de K telle que :
vn = Anun
pour n assez grand, et telle que :

lim A, =1

n—+00
Si u, # 0 pour n assez grand, il revient au méme de dire que :

v
lim —+=1
n—+00 u,
2.7.0.7 Proposition. Soient (u,),ey et (Vp)nen des suites d’éléments de K. On
suppose que u, ~ v, et que ligrn u, ={. Alors :
n—+0oo

lim v,=/¢
n—+0o

Démonstration. Se déduit de 2.2.4.1 et 2.5.1.3. O

Remarque. Si, dans 2.7.0.7, on a £ = 0, on dit que u,, et v, sont deux infiniment
petits équivalents. Si, dans 2.7.0.7,ona K =R et { = +00 (ou —00), on dit que
u, et v, sont des infiniment grands équivalents.
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2.7.0.8 Proposition. Soient (U,),eny (Vidnens (@ndnenys (Dndnen des suites d’élé-
ments de K.
1. siu, ~v,etsia,~b,, alors:

unan ~ ann

2. sia,, b, # 0 pour n assez grand, si u,, ~ v, et si a, ~ b,, alors :

uTl vn
aTl le
Démonstration. (1)
v, =AU, avec nl)iinoo Ap=1
b, =u,a, avec HEE})O U, =1
Donc
Vn bn = (Amu'n)unan et nlg—noo Annu'n =1
(2) Analogue. ]
Probléme. (1) Montrer que, si (4, ),en €t (Vi) ey SOt des suites d’éléments de
K telles que :
lim u,=(= lim v,
n—+0oo n—+0oo
avec £ € K*. Alors u,, ~ v,,.

Ona:

Vn

—_— g =1 (2.2.4.1)
w, n+oo {

1 1
(2) Posons, pour tout n € N*, u, = + et v, = “3-Ona

lim u,=0= lim v,
n—-+00 n—+00
mais u, % v,, car :
1
v zZ
L= = 50#£1
u, 1 n n—+oo
n

_ ) .
(3) Posons pour toutn € N, u, =netv,=n*.Ona:

lim u,=+4+00= lim v,
n—+o0o n—+o0o
mais u, % v,, car :
v 2
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(4) Posons, pour tout n € N*, u,, :n+%, v, =n+ #, a,=—n,b,=—n.0Ona
u, ~ v, car: ) :

Vp n+p H+F 1

u 17 11 notoo

Un n+; n+ .3

et a, ~ b,, maisu, +a, #v,+b,, car:

1
=——>0
n n—+oo

Vo t+b,
u, +a,

:|>—1|:N|>—A

(5) Posons pour tout n € N, u, =netv, =n+1.On au, ~ v,, mais e'r £ e’n.

eln en en
2.8 Complément sur R

On rappelle le théoréme suivant :

2.8.0.9 Théoréme. Soit E une partie non vide de R.
1. Si E est majorée, alors E admet une borne supérieure.

2. Si E est minorée, alors E admet une borne inférieure.
2.8.0.10 Théoreme. Soit x € R. Alors il existe n € N tel que x < n.

Démonstration. Supposons que cette propriété ne soit pas vraie. On a alors :
n<x

pour tout n € N. N est alors majoré et, d’aprés 2.8.0.9, N admet alors une borne
supérieure b(€ R). b — 1 n’est pas un alors un majorant de N ; il existe donc un
certain p €N, tel que b —1 < p. On aurait alors :

p+1eN et p+1<b<p+1
Ce qui est absurde. O
2.8.0.11 Théoreme. Soient x,y réels avec x < y. Il existe a € Q tel que :
x<a<y

Démonstration. 1 cas : supposons y > 0. Soit n € N tel que :

n> n existe d’aprés 2.8.0.10; on a n € N*

y—x
et
1
y—x>=
n
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Toujours d’apres 2.8.0.10, il existe p € N tel que p = ny. Notons q le plus petit
élément de {peN/p=ny}.Ona:

g=ny et g—1€N

g—1<ny
Soit :
-1
q <y
n
et aussi
-1
x < d
n
sinon, on aurait
-1
X = 9
n
et par conséquent
-1 1
y—x< 4_4 =—
n n n

Ce qui est faux.
Posons a = £*. Ona:
a€Q et x<a<y

2¢ cas : supposons y < 0. On a alors :
—y<-—x avec —x>0
D’apreés le premier cas, il existe § € Q tel que :
-y <pf<—x
Dol :
x<—f <y avec —pPeQ
O

2.8.0.12 Corollaire. Soit x € R. Alors il existe une suite (1,),cy- d’éléments de
Q telle que :

x= lim r,
n—-+00
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Démonstration. Pour tout n € N*, il existe r,, € Q tel que :
1
X——<r,<x+-—
n n

Vu que :

. 1 .
lim x——=x= lim +-
n—+oo n X—+00 n

Alors lim r, =x.
n—+00
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