Correction de 'examen de Maths 1
du 25 janvier 2007

FmdKdD
fmdkdd [a] free.fr

Université du Havre
Année 2007-2008


mailto:fmdkdd@free.fr

Exercice 1

1) f:R+~— Rdéfinie par f(x,y)=x2—y.Ona(1,0)et(—1,0) éléments
de R x R avec (1,0) # (—1,0), mais :

f(1,00=1=f(-1,0)

d’oti f non injective.
Soit u € R. Posons (x,y)=(0,—u).Ona(x,y)€eRxRet:

fO,y)=f(0,~wW)=0"~(~w)=u

d’ou f surjective.

2) Soit g: R X R — R x R définie par g(x,y) = (x,x? + y).
Soient (x, y) et (x’,y") des éléments de R x R tels que :

glx,y) =g,y

Alors
(e, x24+y) =, x?*+y")
d’ott
x=x" et xX’4+y=x?+y
Donc

x=x" et y=y
Ainsi (x,y) = (x’,y’). Donc g injective.
Soit (u,v) € R x R. Existe-t-il (x,y) € R X R tel que
glx,y)=(u,v)?
Ona:

(6, x4+ y)=(u,v)

x=u et x2+y=v
2

g, y)=(u,v)

X=u et y=v—u

1110

(X:)’) = (U,V _u2)
En posant (x,y) = (u,v> —u),ona:
(6, y)eRxR et g(x,y)=(u,v)

Donc g est surjective. D’oli, g étant a la fois surjective et injective, elle est
bijective.



3) fog estune application de R x R dans R et, pour tout (x,y) ERXR:

(fog)x,y)=f[gle, )] =f(x,x*+y)
=x? = (P +y) =y

Exercice 2
1) (a
3T - 5"
3"42-5"
Rappels :
sia>1 a"— +oo
silaj<1 a"—0
D’ou :
yosn 5 ((9)"-1)
3n+2.5n: 3\ 00 _E
(2 +2)
(b)
1 2 *
0< —cosn’| < — VneN
n n
Or

1
lim — = 0 donc — Cos n?——0
n—+oon n n—-+oo

2) a réel donné.

n(\/n2+an—\/n2+1) (\/n2+an+\/n2+1)

un:n(\/n2+an—\/n2+1)= (\/n2+an+\/n2+1)

B n(n2+an—(n2+1))

- (\/n2+an+\/n2+1)

n(an—1)

- a 1
Tl( 1+;+1/1+n—2)

Dol :
1
sia=0 lim uy,=-—=
n—+o00 2
sia>0 lim u,=4o0
n—+00
sia<0 lim u,=-o0



Exercice 2

1)
Upt
dngeN Vn=ng Za
un
D’ou U "
1 2 u
ng+ % no+ N n+1 > an+1_n0
uno un0+1 Up
C’est a dire y
n+1 —
= > a1 pour tout n > ny
Up,
Ainsi : u
n,
Uppq = a™t —n‘; pour tout n = n,
On en déduit que :
o
uPZaP-ﬁ pour p > ny
D’ou, comme lim a’ =+4o0,ona:
p—+o
lim u, =+o00
p—+0o0
2)
n/
U, = 3n
Ona:

Uppp  (n+1)8 3" n+1
u, 3"t a3

Voir question précédente.

Exercice 4
> t 2 N
Uup=— et u our n €
0 2 n+1 1+un p
1) Ona:
1 3
—Suo——$2
2 2
Si,pourunn €N :
1

alors



d’ou
3 1+u, 3
_S S_
4 2 2
et ainsi
2 2 4
3 1+u, 3
Ainsi
1<2< <4<2
- x- U < T
2 3 n+1 3

2) Supposons que (u, ),y converge vers un réel . Alors, d’apres la pre-
miére question :

1
—-<{<2
2
Rappel :
siu, <v, HETmuHSHEvan
Ona: 9
nl—1>rJPooun+1:Z n1—1>rJP001+un:m
Donc
2
(=—— cad (*+(-2=0 c.ad (I-1)(1+2)=0
e (1= +2)
3) SoitneN.
| 1 ‘ 2 ‘ ’2—1—un |1 —u,|
u 1= = — = =
i 1+u, 1+u, 1+u,
Or:
>1
U, = —
"2
1+ >3
u, = —
"2
1 2
g_
1+u, 3
Dot :
|1—u,| 2

/AN
|
ey
|
=
3




4) Montrons par récurrence sur n € N que :

2 n
|un— 1| < (5) |u0— 1}

2 0
|uo— 1] < (5) |uo — 1]

Ona:
Si:

est vrai pour un n donné, alors :

u, — 1| (cf3)

2
un+1_1|S§

2 2 n 2 n+1
sg(g) 4u0_1|:(§) o — 1]

5) D’apres 4),onapourtoutn €N :

OS|un—1{<(%)n~u0_1|:(%)n.1
3 3 2

. 2\" 1
lim =] -==0
n—+oo \ 3 2

Donc lir+n u, = 1 d’apreés le théoreme des gendarmes.
n—-+oo

Or

Exercice 5

1) Montrons par récurrence surn € Nquea, >0et b, >0.0na:
ay=a>0 et by=b>0
Sia, > 0etb, >0 pour un n donné, alors :
2a,b, a, + b,

>0 et b, =
a,+b, ntl 2

>0

apy1 =

2) SoitneN.Ona:
b —a :an+bn_ 2a,b,
n+1 n+1 2 a, + bn
(a,+ bn)2 —4a,b,
~ 2(a,+by)
_ (an — bn)z

N 2(a,+0,)




3) Dapres2), b, 1 —a,y1 = 0 pour tout n € N.
De plus, by —ag=b—a = 0.
Donc b, — a, = 0 pour tout n € N.
Ainsi a,, < b, pour tout n € N. Ainsi, pour toutn € N :

0< bn+1 —ap4a

De plus pour tout n € N :

b a _ (bn_an)2
n+1— Yn+1 —
2 (a, +by)
1 b,—a
= (b — . on n
2( " a") b,+a,

Or b, —a, < b, +a, car a, > 0. Et ainsi :

b,—a,

<1 vuquea,+b,>0
b,+a, e

Ainsi, pour n € N :

3 0a) (P ) <5 (=) car (b

Conclusion, pour tout n € N :

0<bn+1 ant1 S 5 (b )
4) SoitneN.
2a,b,
ny1— n:m_an
n n
2a,b, — ar21 —a,b,
a,+ b,
_ 4y (ba—ay)
a, + b, z
Et
a,+b, a,— b,
bn+1_bn= 2 _bn= 2 Y

Ainsi (a,),y croissante et (b,) oy décroissante.

neN

a,) =0



5) 1" méthode. Ona (a,) ey croissante, (b,),cy décroissante et a, < b,
pour tout n € N. Alors, (a,),cy €t (b,) ey convergent. Posons £; = lim a, et

n—-+oo
¢, = lim b,.Vuque, pour toutn e N :
n—+o0o
_aptby,

n+1 — 2

or tby L+
. _ . an n__*1 2
nEI—Poo bn+1 o EZ et nEr—il:loo 2 o 2
D’ou
0+,
by=——
2

et ainsi £ = {,.

2° méthode. On a (a,) .oy croissante, (b, ),y décroissante et lim b,—a, =0.
n—-roo

Car, pour toutn € N :

1

0< )bn-i-l _an+1| S 5 |bn_an)

et on en déduit par récurrence, que pour toutn € N, on a :
1 n
0<|bn+1_an+1{<(§) {bn_an|

Dol (a,) en €t (by) e sont adjacentes ; elles convergent donc vers un méme
réel £.

6) Pourtoutn€N:
Api1 - bpp1 =a, - by
donc (a,b,) ey Suite constante et, pour tout n € N :
a,b,=ab
Ainsi, ab = lim a,b, =£2. Or
n—-+o0
0<a<a,<{<b,<b (pourtoutneN)

Donc £ > 0 Ainsi :

t=+/ab



